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前言

这份讲义面向已经学过初等概率论与测度论基本知识（σ-代数、测度、Lebesgue 积分与三大收敛定理、Lp

空间、Fubini 定理）的高年级本科生。它的目标是用尽量短的路径，把读者带进下面三本书的核心内容：
J.-F. Le Gall,《Measure Theory, Probability, and Stochastic Processes》(GTM 295) [12]：测度论概率、独立性、
极限定理、条件期望、离散鞅、可数状态马氏链与布朗运动；
J. G. Kemeny, J. L. Snell, A. W. Knapp,《Denumerable Markov Chains》(GTM 40) [10]：可数马氏链的位势理
论、边界理论以及（D. Griffeath 撰写的）马尔可夫随机场；
J.-F. Le Gall,《Brownian Motion, Martingales, and Stochastic Calculus》(GTM 274) [11]：高斯过程、布朗运动、
连续鞅、随机积分、Feller 过程、布朗运动与偏微分方程、随机微分方程与局部时。

测度论与积分的基础部分另参考了 M. Capiński, E. Kopp,《Measure, Integral and Probability》[2]。除了上述书中
的正文内容外，讲义还吸收了这些书习题与注记中的许多重要结论（例如 Hewitt–Savage 0-1 律、Kakutani 定理、
de Finetti 定理、重对数律、反正弦律、Feynman–Kac 公式、电网络方法、Skorokhod 嵌入与 Donsker 不变原理、
Spitzer 定理），并给出完整证明。

讲义分为三部分。第一部分（第 1–5 章）是概率论的测度论基础：我们先把将要用到的测度论工具集中整
理（第 1 章），然后依次讨论随机变量与分布、独立性、收敛与极限定理、条件期望。第二部分（第 6–8 章）是
离散时间随机过程：离散鞅、可数状态马氏链以及马氏链的位势理论与 Martin 边界。第三部分（第 9–16 章）是
连续时间理论：布朗运动、连续时间鞅、连续半鞅、随机积分与 Itô 公式、一般马氏过程、布朗运动与偏微分方
程、随机微分方程以及局部时。

讲义力求自洽：除第 1 章开头明确列出的、测度论课程中的标准结论（以及少量标准的分析学事实，届
时会明确指出）外，正文中用到的每一个结论都在讲义中给出了证明，并且后文只引用前文已经证明的结论。
极少数不影响主线的结论（例如 Martin 表示的唯一性、Hille–Yosida 定理的存在性部分、Lévy–Khintchine 公式、
Kallianpur–Robbins 定律、一般的 Yamada–Watanabe 定理）仅作为注记陈述，正文不依赖它们，这一点会在相应
位置标明。

N = {0, 1, 2, . . . }，N∗ = {1, 2, . . . }。a∧ b = min{a, b}，a∨ b = max{a, b}，x+ = x∨0，x− = (−x)∨0。“可
数”包括有限。1A 表示集合 A的示性函数。若无特别说明，随机变量都定义在一个概率空间 (Ω,F ,P) 上；E 表
示关于 P 的期望。“a.s.”是“几乎必然”（almost surely）的缩写。B(E) 表示拓扑空间 E 的 Borel σ-代数。 a.s.−−→、 P−−→、
(d)−−−→ 分别表示几乎必然收敛、依概率收敛与依分布收敛，(d)

= 表示同分布。

第一部分应线性阅读。第二部分中第 6 章是后面一切的基础；第 7 与 8 章对应 GTM 295 第 13 章与 GTM 40
的主要内容。第三部分应按顺序阅读，它基本对应 GTM 274 的全部内容以及 GTM 295 第 14 章。

讲义没有习题；读者可以使用上述各书中的习题作为练习。讲义末尾列出了所有参考文献，包括在个别证
明中借鉴的其他文献。



第一部分

概率论基础



第 1章 测度论预备

本章整理全讲义所用的测度论工具。第 1.2 节列出我们直接引用的、测度论课程中的标准结论；其余各节中
的结论（单调类定理、像测度、Radon–Nikodym 定理、直线上的测度、度量空间上测度的正则性等）都给出证
明，因为它们在概率论中以特别的方式被反复使用。

1.1 可测空间与单调类定理

定义 1.1 (σ-代数与可测映射)

♣

设 E 为集合。E 的子集族 A 称为 σ-代数，如果 E ∈ A，A 对取补集封闭，且对可数并封闭。(E,A) 称为

可测空间。对任意子集族 C，包含 C 的最小 σ-代数（所有包含 C 的 σ-代数之交）记为 σ(C)，称为 C 生成

的 σ-代数。拓扑空间 E 的开集生成的 σ-代数称为 Borel σ-代数，记为 B(E)。

映射 f : (E,A) → (F,B) 称为可测的，若对一切 B ∈ B 有 f−1(B) ∈ A。

引理 1.2

♥

若 B = σ(C)，则 f : (E,A) → (F,B) 可测当且仅当对一切 C ∈ C 有 f−1(C) ∈ A。特别地，拓扑空间之间

的连续映射关于 Borel σ-代数可测；f : E → R 可测当且仅当对一切 a ∈ R，{f ≤ a} ∈ A。

证明 {B ⊂ F : f−1(B) ∈ A}是 σ-代数（原像与集合运算可交换），且包含 C，从而包含 σ(C)。其余两个论断是
因为开集生成 B(F )，以及 {(−∞, a] : a ∈ R}生成 B(R)（每个开区间都是这种集合经可数次集合运算得到的）。

定义 1.3 (乘积 σ-代数)

♣

设 (Ei,Ai)i∈I 是一族可测空间（I 任意）。
∏
iEi 上的乘积 σ-代数

⊗
iAi 是使所有坐标投影 πi 可测的最

小 σ-代数，即由形如 π−1
i (Ai)（i ∈ I，Ai ∈ Ai）的集合生成。

由引理 1.2，映射 f = (fi)i∈I : (G,G) →
∏
iEi 可测当且仅当每个分量 fi 可测。

引理 1.4

♥

若 E1, E2, . . . 是可分度量空间，则 B(
∏
nEn) =

⊗
n B(En)（对有限或可数乘积，乘积空间取乘积拓扑，

它是可分可度量化的）。特别地 B(Rd) = B(R)⊗d；若 X,Y 为实值可测函数，则 (X,Y ) 关于 B(R2) 可测，

从而 X + Y、XY、X ∨ Y 等都可测。

证明 投影连续，故
⊗

n B(En) ⊂ B(
∏
En)。反之，取 En的可数稠密子集Dn，以Dn中的点为中心、有理半径

的开球构成 En的可数拓扑基 Un。乘积拓扑有可数基：形如 π−1
1 (U1) ∩ · · · ∩ π−1

k (Uk)（Uj ∈ Uj）的集合，它们
都属于

⊗
B(En)。乘积空间中每个开集是这种基元的可数并，故属于

⊗
B(En)。

定义 1.5 (π-系与 λ-系)

♣

E 的子集族 C 称为 π-系，若它对有限交封闭。M 称为 λ-系（或单调类、Dynkin 系），若：(i) E ∈ M；(ii)
若 A,B ∈ M 且 A ⊂ B，则 B \A ∈ M；(iii) 若 An ∈ M，An ↑ A，则 A ∈ M。

定理 1.6 (Dynkin π-λ定理)

♥
若 C 是 π-系，则包含 C 的最小 λ-系 λ(C) 等于 σ(C)。因此，任何包含 C 的 λ-系都包含 σ(C)。

证明 σ-代数都是 λ-系，故 λ(C) ⊂ σ(C)。反之，只需证M := λ(C)对有限交封闭：一个对有限交封闭的 λ-系是
σ-代数（对补集封闭由 (i)(ii)得出；A ∪B = (Ac ∩Bc)c；可数并是有限并的递增极限）。



1.2 作为工具的标准结论

第一步：对 A ∈ C，令MA = {B ∈ M : A∩B ∈ M}。容易验证MA是 λ-系（例如若 B ⊂ B′都属于MA，

则 A ∩ (B′ \B) = (A ∩B′) \ (A ∩B) ∈ M），并且由于 C 是 π-系，C ⊂ MA。故MA = M。这说明：对 A ∈ C，
B ∈ M，有 A ∩B ∈ M。
第二步：对 B ∈ M，令M′

B = {A ∈ M : A ∩ B ∈ M}。同理它是 λ-系，由第一步它包含 C，故等于M。
于是M对有限交封闭。

推论 1.7 (测度的唯一性)

♥

设 µ, ν 是 (E,A) 上的两个有限测度，C ⊂ A 是 π-系且 σ(C) = A。若 µ(E) = ν(E) 且 µ, ν 在 C 上相等，

则 µ = ν。若 µ, ν 只是 σ-有限的，但存在 En ∈ C，En ↑ E，µ(En) = ν(En) <∞，结论仍成立。

证明 {A ∈ A : µ(A) = ν(A)}是包含 C 的 λ-系（(ii)用到测度有限），由定理 1.6它等于 A。第二个论断：对每
个 n把第一部分用于 µ(· ∩ En)与 ν(· ∩ En)（{C ∩ En : C ∈ C} ∪ {En}仍是 π-系），再令 n→ ∞。

定理 1.8 (函数形式的单调类定理)

♥

设 H 是 E 上一族有界实函数构成的向量空间，满足：(i) 常数函数 1 ∈ H；(ii) 若 fn ∈ H，0 ≤ fn ↑ f 且

f 有界，则 f ∈ H。若 C 是 π-系且对一切 C ∈ C 有 1C ∈ H，则 H 包含一切有界 σ(C)-可测函数。

证明 {A : 1A ∈ H}是包含 C的 λ-系，故包含 σ(C)。于是H包含 σ(C)-可测简单函数。一个非负有界可测函数 f

是非负简单函数 fn =
∑
k≥0 k2

−n1{k2−n≤f<(k+1)2−n}∧n的递增极限，故属于H；一般有界 f 写成 f = f+−f−。

1.2 作为工具的标准结论
以下结论是测度论课程的标准内容，我们不加证明地使用。(E,A, µ) 表示测度空间。

1. (Lebesgue测度与外测度延拓) 存在 (Rd,B(Rd)) 上唯一的测度 λd，使得每个长方体的测度等于其体积。它
是平移不变的，且对可逆线性映射 T 有 λd ◦ T−1 = |detT |−1λd。更一般地（Carathéodory 延拓定理）：若
C 是 E 上的集代数（包含 E，对补与有限并封闭），µ0 : C → [0, 1] 有限可加、µ0(E) = 1，且在 C 上可数
可加（等价地：若 Cn ∈ C，Cn ↓ ∅，则 µ0(Cn) → 0），则 µ0 可延拓为 σ(C) 上的概率测度（延拓唯一由推
论 1.7 保证）。

2. (积分的收敛定理) 单调收敛定理、Fatou 引理、控制收敛定理；以及由它们推出的：若
∑
n

∫
|fn|dµ < ∞，

则
∫ ∑

fndµ =
∑∫

fndµ；在控制条件下可以在积分号下对参数求极限与求导。
3. (Lp 空间) Hölder 不等式、Minkowski 不等式；Lp(E,A, µ)（1 ≤ p ≤ ∞）是 Banach 空间，且 Lp 中收敛的

序列有几乎处处收敛的子列；L2 是 Hilbert 空间，对 L2 的闭子空间H 存在正交投影 ΠH，ΠHf 是H 中到
f 距离最小的唯一元素，并由“ΠHf ∈ H 且 f −ΠHf ⊥ H”刻画。

4. (乘积测度与 Fubini定理) 若 µ, ν 为 σ-有限测度，则 (E×F,A⊗B)上存在唯一测度 µ⊗ν 使 µ⊗ν(A×B) =

µ(A)ν(B)；对非负可测函数（Tonelli）或 µ⊗ ν-可积函数（Fubini），截口函数可测、累次积分有意义且等
于二重积分。有限个 σ-有限测度的乘积同理，且满足结合律；λd = λ⊗d1 。

5. (变量替换) 若 φ : U → V 是 Rd 中开集之间的 C1 微分同胚，则对非负可测 f，∫
V

f(y)dy =

∫
U

f(φ(x))|detDφ(x)|dx.

6. (分析学事实) 紧度量空间上的连续函数一致连续；Weierstrass 逼近定理（[0, 1] 上的连续函数可由多项式一
致逼近）；Hilbert 空间上有界线性泛函的 Riesz 表示定理（它是正交投影存在性的直接推论）；Banach 空间
中的基本事实；复变函数中的 Cauchy–Riemann 方程与全纯函数的基本性质（只在第 14 章用到）；光滑截
断函数的存在性（对紧集K ⊂ U 开集，存在 χ ∈ C∞

c (U)，0 ≤ χ ≤ 1，χ = 1 于K）；从 [0,∞) 到 C \ {0}
的连续函数有连续的对数分支。
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1.3 像测度与带密度的测度

1.3 像测度与带密度的测度

定义 1.9 (像测度)

♣

设 f : (E,A) → (F,B) 可测，µ 为 (E,A) 上的测度。f#µ(B) := µ(f−1(B)) 定义了 (F,B) 上的测度，称

为 µ在 f 下的像测度（或前推测度），也记为 µ ◦ f−1。

命题 1.10 (转移公式)

♠

对一切非负可测 g : F → [0,∞]， ∫
F

g d(f#µ) =

∫
E

g ◦ f dµ.

对实值可测 g，g ∈ L1(f#µ) 当且仅当 g ◦ f ∈ L1(µ)，此时等式仍成立。

证明 g = 1B 时就是像测度的定义；由线性性对非负简单函数成立；由单调收敛定理（用递增的简单函数逼近）

对非负可测函数成立；最后对 g± 分别应用。

定义 1.11 (密度)

♣

设 h ≥ 0可测。ν(A) =
∫
A
hdµ定义一个测度，记为 ν = h·µ，h称为 ν关于 µ的密度。此时

∫
gdν =

∫
ghdµ

（证明同命题 1.10）。若 µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0，称 ν 关于 µ绝对连续，记作 ν � µ。

定理 1.12 (Radon–Nikodym)

♥

设 µ, ν 是 (E,A) 上的 σ-有限测度，ν � µ。则存在可测函数 h : E → [0,∞) 使 ν = h · µ，且 h 在 µ-a.e.
意义下唯一。h记为 dν

dµ。

证明 唯一性：若 h·µ = h′ ·µ为 σ-有限测度，取En ↑ E使 ν(En) <∞，对A = En∩{h > h′}有
∫
A
(h−h′)dµ = 0，

故 µ(A) = 0；对称地得 h = h′ a.e.
存在性，有限情形。设 µ, ν有限（von Neumann的证明）。令 ρ = µ+ ν。线性泛函 Φ(g) =

∫
gdν在 L2(ρ)上

有定义且有界：|Φ(g)| ≤
∫
|g|dρ ≤ ρ(E)1/2‖g‖L2(ρ)。由 Riesz表示定理（对闭子空间正交投影的直接推论），存

在 k ∈ L2(ρ)使 ∫
gdν =

∫
gkdρ ∀g ∈ L2(ρ). (1.1)

取 g = 1{k<0}与 g = 1{k>1}可知 0 ≤ k ≤ 1 ρ-a.e.；修改 k使之处处在 [0, 1]中。(1.1)改写为
∫
g(1−k)dν =

∫
gkdµ，

由单调收敛定理它对一切非负可测 g 成立。取 g = 1{k=1} 得 µ(k = 1) = 0，从而 ν(k = 1) = 0。对 A ∈ A取
g = 1A∩{k<1}(1 + k + · · ·+ kn)，得∫

A∩{k<1}
(1− kn+1)dν =

∫
A∩{k<1}

k(1 + · · ·+ kn)dµ.

令 n→ ∞（单调收敛），并利用 ν(k = 1) = 0，得 ν(A) =
∫
A
hdµ，其中 h = k

1−k1{k<1}。

σ-有限情形：取不交可测分划 E =
⋃
nEn 使 µ(En), ν(En) < ∞，在每个 En 上应用有限情形再拼起来。h

可能取 +∞的集合是 µ-零集（因为 ν 是 σ-有限的），在其上令 h = 0即可。
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1.4 实直线上的测度与分布函数

1.4 实直线上的测度与分布函数

定理 1.13

♥

设 F : R → R 单调不减且右连续。则存在 R 上唯一的 Borel 测度 µF 使对一切 a < b 有 µF ((a, b]) =

F (b)−F (a)。特别地，若 F 还满足 F (−∞) = 0，F (+∞) = 1，则 µF 是概率测度且 µF ((−∞, x]) = F (x)。

证明 存在性。令 ℓ = inf F ∈ [−∞,∞)，L = supF ∈ (−∞,∞]。对 u ∈ I := (ℓ, L)定义广义逆

G(u) = inf{x ∈ R : F (x) ≥ u} ∈ R.

由 F 不减且右连续，{x : F (x) ≥ u}是形如 [G(u),∞)的闭区间，故对 u ∈ I，x ∈ R：

G(u) ≤ x ⇐⇒ u ≤ F (x). (1.2)

特别地 G不减，从而 Borel可测。令 µF 为 Lebesgue测度在 I 上的限制在 G下的像测度。由 (1.2)，µF ((a, b]) =
λ1({u ∈ I : F (a) < u ≤ F (b)}) = F (b)− F (a)。

唯一性。半开区间 (a, b]连同 ∅构成 π-系，生成 B(R)，且 (−n, n] ↑ R的测度有限，由推论 1.7即得。
注 这个证明说明：只要有了 (0, 1) 上的 Lebesgue 测度，就能“造出”直线上一切概率测度——用一个均匀分布的
随机变量 U 构造 G(U)。这是第 3 章构造独立随机变量序列的基础。

对于有限区间上的不减右连续函数 F : [0, t] → R，同样得到 [0, t] 上的测度 dF，满足 dF ((a, b]) = F (b) −
F (a)，dF ({0}) = 0（延拓 F 为在 (−∞, 0) 上取值 F (0)、在 (t,∞) 上取值 F (t) 即可）。

1.5 度量空间上的有限测度

命题 1.14 (正则性)

♠

设 µ为度量空间 (E, d) 上的有限 Borel 测度。则对一切 A ∈ B(E)，

µ(A) = sup{µ(F ) : F ⊂ A, F 闭} = inf{µ(U) : U ⊃ A, U 开}.

因此两个有限 Borel 测度若对一切有界 Lipschitz 函数 f 有
∫
fdµ =

∫
fdν，则二者相等。

证明 令R为满足上述两个等式的 A全体。闭集 F ∈ R：外逼近取 Un = {x : d(x, F ) < 1/n} ↓ F。R对补集封
闭（闭集与开集互换）。若An ∈ R，A =

⋃
An，给定 ε > 0，取闭集 Fn ⊂ An ⊂ Un开集，使 µ(Un \Fn) < ε2−n。

则 U =
⋃
Un ⊃ A开，µ(U \A) < ε；再取 N 使 µ(A \

⋃
n≤N Fn) < 2ε，而

⋃
n≤N Fn是闭集。故R是包含所有

闭集的 σ-代数，等于 B(E)。

对第二个论断，闭集 F 的示性函数是有界 Lipschitz函数 fn(x) = (1− nd(x, F ))+的递减极限，由控制收敛

µ(F ) = ν(F )；再由正则性（或推论 1.7，闭集构成 π-系）得 µ = ν。

定理 1.15 (Ulam)

♥

设 E 是 Polish 空间（可分且可完备度量化），µ为 E 上的有限 Borel 测度。则对一切 A ∈ B(E)，µ(A) =

sup{µ(K) : K ⊂ A, K 紧}。

证明 先证 µ 是胎紧的：对 ε > 0 存在紧集 K 使 µ(E \ K) < ε。取完备度量 d 与稠密序列 (xi)。对每个 k，⋃
i B̄(xi, 1/k) = E，故存在 nk 使 µ(E \

⋃
i≤nk

B̄(xi, 1/k)) < ε2−k。令 K =
⋂
k

⋃
i≤nk

B̄(xi, 1/k)，它闭且完全

有界，在完备空间中是紧的，且 µ(E \K) < ε。对一般的 A，由命题 1.14取闭集 F ⊂ A使 µ(A \ F ) < ε，则

F ∩K 紧且 µ(A \ (F ∩K)) < 2ε。
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1.6 有界变差函数

1.6 有界变差函数
在随机积分理论（第 11 章）中我们需要关于有界变差函数的 Stieltjes 积分。

定义 1.16

♣

函数 a : [0, T ] → R 称为有界变差的，若

Va(T ) := sup
{ p∑
i=1

|a(ti)− a(ti−1)| : 0 = t0 < t1 < · · · < tp = T
}
<∞.

a : R+ → R 称为有界变差的，若它在每个 [0, T ] 上有界变差。

命题 1.17

♠

设 a : [0, T ] → R 连续且有界变差，a(0) = 0。则 t 7→ Va(t) 连续不减，a = a1 − a2，其中 a1 = 1
2 (Va + a)，

a2 = 1
2 (Va − a) 连续不减。于是存在 [0, T ] 上唯一的有限符号测度 µa = da1 − da2 使 µa([0, t]) = a(t)；且

|µa| := dVa = da1 + da2 满足 |
∫
fdµa| ≤

∫
|f |dVa。对 f ∈ L1(dVa) 记

∫ t
0
f(s)da(s) :=

∫
[0,t]

fdµa。

证明 Va不减与可加性 Va(t) = Va(s)+V
[s,t]
a （[s, t]上的全变差）直接由定义得到，Va±a不减是因为 |a(t)−a(s)| ≤

Va(t)−Va(s)。只需证 Va连续。固定 s ∈ [0, T )与 ε > 0。由 a的一致连续性取 δ > 0使 |u−v| < δ ⇒ |a(u)−a(v)| <
ε。取 [s, T ]的分割 s = t0 < · · · < tp = T，使

∑
|a(ti)− a(ti−1)| > V

[s,T ]
a − ε，并可设 t1 − t0 < δ（加细只增大

和）。于是对 u ∈ (s, t1]，

V [s,T ]
a − ε < |a(t1)− a(s)|+ V [t1,T ]

a < ε+ V [u,T ]
a ,

即 Va(u)− Va(s) = V
[s,u]
a < 2ε。这证明了右连续性；左连续性对称。µa的存在由定理 1.13，唯一性由推论 1.7。

不等式 |
∫
fdµa| ≤

∫
|f |dVa 由 |

∫
fda1 −

∫
fda2| ≤

∫
|f |d(a1 + a2)得到。

注 可以证明 dVa恰好是符号测度µa的全变差测度，但我们只需要上面的不等式：凡是只用到“|
∫
fda| ≤

∫
|f |dVa”

的论证都不需要这个事实。

引理 1.18

♥

若 a如命题 1.17，f : [0, t] → R连续，则对任意分割 0 = tn0 < · · · < tnpn = t，若网眼maxi(t
n
i − tni−1) → 0，

则 ∑
i

f(tni−1)(a(t
n
i )− a(tni−1)) −→

∫ t

0

f(s)da(s).

证明 左边等于
∫
[0,t]

fndµa，其中 fn =
∑
i f(t

n
i−1)1(tni−1,t

n
i ]
（µa({0}) = 0）。由 f 的一致连续性，fn → f 在 (0, t]

上一致收敛，结论由 |
∫
(fn − f)dµa| ≤ sup|fn − f | · Va(t)得出。
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第 2章 概率空间、随机变量与分布

从数学上看，概率论“只是”总质量为 1 的测度论；但概率论有自己的视角：概率空间 Ω 通常是背景性的、不
被明确写出的，真正重要的是随机变量的分布以及随机变量之间的关系（独立性、条件化）。本章建立基本语言。

2.1 概率空间与随机变量

定义 2.1

♣

概率空间是测度空间 (Ω,F ,P)，其中 P(Ω) = 1。F 中的元素称为事件。若事件 A满足 P(A) = 1，称 A几

乎必然（a.s.）发生。

设 (E, E) 为可测空间。可测映射X : Ω → E 称为取值于 E 的随机变量。E = R（或 Rd）时称为实（或 d

维）随机变量，总是配 Borel σ-代数。X 的分布（或律）是像测度 PX := X#P，即 PX(B) = P(X ∈ B)。

我们约定把 {ω : X(ω) ∈ B} 简写为 {X ∈ B}，P({X ∈ B}) 简写为 P(X ∈ B)。
注 [典范构造] 给定 (E, E)上任一概率测度 µ，总存在分布为 µ的随机变量：取 Ω = E，F = E，P = µ，X = id。
困难的问题在于同时构造多个具有给定联合性质的随机变量，这是第 3 章的主题。

若E 可数，X 的分布由 p(x) = P(X = x)决定：PX =
∑
x p(x)δx。若X 取值于 Rd，且 PX 关于 Lebesgue

测度有密度 p，即 P(X ∈ B) =
∫
B
p(x)dx，称 p为 X 的密度。

例 2.1 (经典分布)
1. Bernoulli 分布 B(p)：P(X = 1) = p = 1 − P(X = 0)。二项分布 B(n, p)：P(X = k) =

(
n
k

)
pk(1 − p)n−k，

0 ≤ k ≤ n。
2. 几何分布 G(p)（0 < p < 1）：P(X = k) = (1− p)pk，k ∈ N。
3. Poisson 分布 P(λ)（λ > 0）：P(X = k) = e−λλk/k!，k ∈ N。
4. [a, b] 上的均匀分布：密度 1

b−a1[a,b]。指数分布 E(λ)：密度 λe−λx1{x>0}。Gamma 分布 Γ(a, λ)（a, λ > 0）：
密度 λa

Γ(a)x
a−1e−λx1{x>0}。

5. 高斯（正态）分布 N (m,σ2)（σ > 0）：密度 1√
2πσ2

exp(− (x−m)2

2σ2 )。约定 N (m, 0) = δm。
6. Cauchy 分布：密度 1

π(1+x2)。

定义 2.2 (分布函数)

♣
实随机变量 X 的分布函数是 FX(x) = P(X ≤ x)。

FX 不减、右连续，FX(−∞) = 0，FX(+∞) = 1，且 P(X = x) = FX(x)− FX(x−)。反过来，由定理 1.13，
任何具有这些性质的函数都是唯一一个概率测度的分布函数，因此分布函数决定分布。更具体地，若 U 在 (0, 1)

上均匀分布，G是 F 的广义逆 (1.2)，则 G(U) 的分布函数为 F。

2.2 数学期望

定义 2.3

♣
对实随机变量 X ≥ 0 或 X ∈ L1(P)，定义 E[X] =

∫
Ω
XdP。对 Rd 值随机变量逐分量定义。

由命题 1.10，对可测 g : E → [0,∞]，

E[g(X)] =

∫
E

g(x)PX(dx). (2.1)



2.3 随机变量生成的 σ-代数

特别地，若 X 有密度 p，则 E[g(X)] =
∫
g(x)p(x)dx；若 X 离散，则 E[g(X)] =

∑
x g(x)P(X = x)。

命题 2.4

♠

设 X,Y 取值于 (E, E)。若对一切有界可测（或一切非负可测）g 有 E[g(X)] = E[g(Y )]，则 X
(d)
= Y。若

E 是度量空间，只需对一切有界 Lipschitz 函数 g 验证。

证明 取 g = 1B；第二个论断由命题 1.14。
例 2.2 (分布的计算) 设 X 在 Rd 的开集 U 上有密度 p，φ : U → V 为 C1 微分同胚。则 Y = φ(X) 有密度
q(y) = p(φ−1(y))|detDφ−1(y)|1V (y)：对非负可测 g，由变量替换，

E[g(Y )] =

∫
U

g(φ(x))p(x)dx =

∫
V

g(y)p(φ−1(y))|detDφ−1(y)|dy.

命题 2.5 (基本不等式)

♠

1. (Markov) 若 X ≥ 0，a > 0，则 P(X ≥ a) ≤ E[X]/a。

2. (Chebyshev) 若 X ∈ L2，则 P(|X − EX| ≥ a) ≤ Var(X)/a2，其中 Var(X) = E[(X − EX)2] =

E[X2]− (EX)2。

3. (Jensen) 若 φ : I → R 是开区间 I 上的凸函数，X ∈ L1 取值于 I，则 E[φ(X)−] < ∞，且 φ(EX) ≤
E[φ(X)]。

4. 若 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞，则 ‖X‖q ≤ ‖X‖p，从而 Lp ⊂ Lq。

证明 (1) a1{X≥a} ≤ X 取期望。(2)对 (X − EX)2 用 (1)。
(3)凸函数在每点 x0 ∈ I 有左右导数且 φ(x) ≥ φ(x0) + φ′

+(x0)(x− x0)；因此 φ是可数个仿射函数 ℓn(x) =

anx + bn（取 x0 遍历 I ∩ Q）的上确界——若 qk ∈ I ∩ Q，qk → x，则 φ′
+(qk)有界（φ

′
+ 单调，在紧子区间上

有界），而 φ连续，故 φ(qk) + φ′
+(qk)(x − qk) → φ(x)，即有理点处的支撑线的上确界在每点都等于 φ。注意

EX ∈ I（若 EX 是 I 的端点，则X a.s.等于该端点，矛盾）。由 φ(X) ≥ ℓ1(X)得 φ(X)− ≤ |a1||X|+ |b1|可积。
对每个 n，E[φ(X)] ≥ anEX + bn，对 n取上确界即得。

(4)对 p <∞，把 (3)用于凸函数 x 7→ xp/q 与随机变量 |X|q（必要时先截断 |X|q ∧ n再用单调收敛）。

定义 2.6 (协方差)

♣

对X,Y ∈ L2，Cov(X,Y ) = E[(X −EX)(Y −EY )]。对 Rd 值X = (X1, . . . , Xd) 且 E|X|2 <∞，协方差

矩阵KX = (Cov(Xi, Xj))i,j。

KX 对称半正定：〈ξ,KXξ〉 = Var(〈ξ,X〉) ≥ 0。

2.3 随机变量生成的σ-代数

定义 2.7

♣

随机变量 X : Ω → (E, E) 生成的 σ-代数是 σ(X) = {X−1(B) : B ∈ E}。一族随机变量 (Xi)i∈I 生成的

σ-代数 σ(Xi, i ∈ I) 是使所有 Xi 可测的最小 σ-代数。

σ(X) 是使 X 可测的最小 σ-代数，它表示“观察 X 所获得的信息”。下面的引理精确地说明了这一直观。

引理 2.8 (Doob–Dynkin)

♥
设 X : Ω → (E, E)。实随机变量 Y 是 σ(X)-可测的，当且仅当存在可测 f : E → R 使 Y = f(X)。

证明 充分性显然。必要性：若 Y = 1A，A ∈ σ(X)，则 A = X−1(B)，取 f = 1B。由线性性对简单函数成

立。若 Y ≥ 0，取 σ(X)-可测简单函数 Yn ↑ Y，Yn = fn(X)，令 f = lim sup fn1{lim sup fn<∞}，则 f 可测且
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2.4 特征函数

f(X) = lim fn(X) = Y。一般情形 Y = Y + − Y −。

2.4 特征函数

定义 2.9

♣

Rd 值随机变量X 的特征函数为 ΦX(ξ) = E[ei⟨ξ,X⟩] =
∫
ei⟨ξ,x⟩PX(dx)，ξ ∈ Rd。对 Rd 上的概率测度 µ同

样定义 µ̂(ξ) =
∫
ei⟨ξ,x⟩µ(dx)。

ΦX 只依赖于PX，|ΦX | ≤ 1，ΦX(0) = 1，ΦX(−ξ) = ΦX(ξ)，由控制收敛ΦX 一致连续（|ΦX(ξ+h)−ΦX(ξ)| ≤
E[|ei⟨h,X⟩ − 1|] → 0）。对 a ∈ Rd 与 d× d矩阵 A，ΦAX+a(ξ) = ei⟨ξ,a⟩ΦX(A⊤ξ)。

命题 2.10

♠
若 X ∼ N (0, 1)，则 ΦX(ξ) = e−ξ

2/2。因此 N (m,σ2) 的特征函数是 exp(imξ − σ2ξ2/2)。

证明 Φ(ξ) = 1√
2π

∫
eiξxe−x

2/2dx。由于 |xe−x2/2|可积，可以在积分号下求导，再分部积分：

Φ′(ξ) =
i√
2π

∫
xe−x

2/2eiξxdx =
i√
2π

∫
e−x

2/2 iξeiξxdx = −ξΦ(ξ).

又 Φ(0) = 1，故 Φ(ξ) = e−ξ
2/2。第二个论断由 σX +m ∼ N (m,σ2)得到。

定理 2.11 (特征函数决定分布)

♥若 Rd 上的概率测度 µ, ν 满足 µ̂ = ν̂，则 µ = ν。

证明 对 σ > 0令 gσ(x) = (2πσ2)−d/2 exp(−|x|2/(2σ2))为 N (0, σ2Id)的密度。由命题 2.10（逐坐标应用），

gσ(x) = (2π)−d
∫
Rd

ei⟨ξ,x⟩e−σ
2|ξ|2/2dξ.

于是由 Fubini定理（被积函数绝对可积），∫
gσ(x− y)µ(dy) = (2π)−d

∫
ei⟨ξ,x⟩e−σ

2|ξ|2/2µ̂(−ξ)dξ.

右边只依赖于 µ̂。故对一切 x，fσ(x) :=
∫
gσ(x− y)µ(dy) =

∫
gσ(x− y)ν(dy)。对有界连续 φ，由 Fubini，∫

φ(x)fσ(x)dx =

∫ (∫
φ(y + σz)g1(z)dz

)
µ(dy),

令 σ → 0，由控制收敛定理右边趋于
∫
φdµ。同理对 ν。故

∫
φdµ =

∫
φdν对一切有界连续 φ成立，由命题 1.14

得 µ = ν。

命题 2.12 (矩与导数)

♠

设 X 为实随机变量，E[|X|n] < ∞。则 ΦX 是 Cn 的，Φ
(k)
X (ξ) = ikE[XkeiξX ]（k ≤ n）。特别地，若

E[X2] <∞，则当 ξ → 0 时

ΦX(ξ) = 1 + iξE[X]− 1
2ξ

2E[X2] + o(ξ2).

证明 归纳地在积分号下求导：|∂kξ eiξX | = |X|k 可积。第二个论断是 Taylor公式。
对 d维随机变量，若 E|X|2 <∞，同理有 ΦX(ξ) = 1 + i〈ξ,EX〉 − 1

2E[〈ξ,X〉2] + o(|ξ|2)。
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2.5 Laplace 变换与母函数

2.5 Laplace变换与母函数

定义 2.13

♣

对取值于 [0,∞] 的随机变量X，其 Laplace 变换为 LX(λ) = E[e−λX ]，λ > 0（约定 e−∞ = 0）。对取值于

N 的随机变量，其母函数为 gX(s) = E[sX ] =
∑
k P(X = k)sk，s ∈ [0, 1]。

命题 2.14

♠

(1) 母函数决定 N 值随机变量的分布。(2) 若 [0,∞] 值随机变量 X,Y 满足 LX(n) = LY (n) 对一切 n ∈ N∗

成立，则 X
(d)
= Y。(3) 若 g, h : [0,∞) → R 有界连续且

∫∞
0

e−λtg(t)dt =
∫∞
0

e−λth(t)dt对一切 λ ∈ N∗ 成

立，则 g = h。

证明 (1) 幂级数在 [0, 1) 上决定其系数。(2) 令 U = e−X，V = e−Y，取值于 [0, 1]。由假设对一切 n ≥ 1 有

E[Un] = E[V n]，n = 0平凡。故对一切多项式 p有 E[p(U)] = E[p(V )]，由 Weierstrass定理与控制收敛，对一
切 φ ∈ C([0, 1])有 E[φ(U)] = E[φ(V )]，于是 U

(d)
= V（命题 2.4），从而 X = − logU

(d)
= Y。(3)令 k = g − h，

u = e−t，则
∫ 1

0
un−1k(− log u)du = 0对 n ≥ 1。同上论证得

∫ 1

0
φ(u)k(− log u)du = 0对一切 φ ∈ C([0, 1])成立；

由命题 1.14（应用于测度 k±(− log u)du）得 k(− log u) = 0 a.e.，由连续性 k ≡ 0。

例 2.3 若 X ∼ P(λ)，则 gX(s) = eλ(s−1)；若 X ∼ Γ(a, θ)，则 LX(λ) = (θ/(θ + λ))a。
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第 3章 独立性

独立性是概率论区别于一般测度论的第一个核心概念。本章给出它的定义与刻画，证明 Borel–Cantelli 引理
与 Kolmogorov 0-1 律，构造独立随机变量序列（以及更一般的、具有给定有限维分布的随机过程），并讨论独立
和、高斯向量与 Poisson 过程。

3.1 独立的σ-代数与随机变量

定义 3.1

♣

子 σ-代数族 (Gi)i∈I 称为独立的，若对 I 的任一有限子集 {i1, . . . , in} 及任意 Ak ∈ Gik，

P(A1 ∩ · · · ∩ An) = P(A1) · · ·P(An).

随机变量族 (Xi)i∈I 称为独立的，若 (σ(Xi))i∈I 独立。事件族 (Ai) 独立，若 (σ(1Ai)) 独立，即 σ-代数

{∅, Ai, Aci ,Ω} 独立。

命题 3.2 (π-系判别法)

♠

设对每个 i ∈ I，Ci 是包含 Ω的 π-系，Gi = σ(Ci)。若对一切有限 {i1, . . . , in} ⊂ I（互不相同）与 Ck ∈ Cik
有 P(C1 ∩ · · · ∩ Cn) =

∏
k P(Ck)，则 (Gi) 独立。

证明 只需处理有限族 G1, . . . ,Gn。固定 C2 ∈ C2, . . . , Cn ∈ Cn，满足 P(A∩C2 ∩ · · · ∩Cn) = P(A)P(C2) · · ·P(Cn)
的 A全体是包含 C1的 λ-系，由定理 1.6包含 G1。于是可以把 C1换成 G1；再对第二个指标重复，依此类推。（因

Ω ∈ Ci，乘积公式对子族也成立。）

命题 3.3 (分组引理)

♠
设 (Gi)i∈I 独立，I =

⋃
j∈J Ij 为不交分划，Hj = σ(Gi : i ∈ Ij)。则 (Hj)j∈J 独立。

证明 令 Cj 为形如 A1 ∩ · · · ∩ Am（Ak ∈ Gik，ik ∈ Ij 有限个）的集合全体，它是包含 Ω的 π-系且生成 Hj。由

(Gi)的独立性，(Cj)满足命题 3.2的乘积条件。
例如，若 X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym 独立，则 f(X1, . . . , Xn) 与 g(Y1, . . . , Ym) 独立。

定理 3.4

♥

设 Xk 取值于 (Ek, Ek)，k = 1, . . . , n。以下等价：

1. X1, . . . , Xn 独立；

2. (X1, . . . , Xn) 的分布是乘积测度 PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn；

3. 对一切非负（或一切有界）可测 fk，E[
∏
k fk(Xk)] =

∏
k E[fk(Xk)]。

若 Ek = Rdk，它们还等价于：(4) 对一切 ξk ∈ Rdk，Φ(X1,...,Xn)(ξ1, . . . , ξn) =
∏
k ΦXk

(ξk)。

证明 (1)⇔(2)：二者都说 P((X1, . . . , Xn) ∈ B1 × · · · × Bn) =
∏

P(Xk ∈ Bk)——(2)⇒(1)直接，(1)⇒(2)是因为
可测矩形构成生成乘积 σ-代数的 π-系（推论 1.7）。(2)⇒(3)是 Fubini–Tonelli定理；(3)⇒(1)取示性函数。(2)⇒(4)
由 (3)（对实部虚部展开，或直接对有界复值函数用 Fubini）；(4)⇒(2)：右边是乘积测度的特征函数，由定理 2.11。

推论 3.5

♥

若 X,Y ∈ L1 为独立实随机变量，则 XY ∈ L1 且 E[XY ] = E[X]E[Y ]。特别地，若还有 X,Y ∈ L2，则

Cov(X,Y ) = 0，Var(X + Y ) = VarX +VarY。

证明 由 (3)得 E|XY | = E|X|E|Y | <∞；再对 X±, Y ± 展开。



3.2 Borel–Cantelli 引理与 0-1 律

若X1, . . . , Xn 是实随机变量且各有密度 pk，则它们独立当且仅当 (X1, . . . , Xn)有密度 p1(x1) · · · pn(xn)（由
(2) 与 λn = λ⊗n1 ）。

3.2 Borel–Cantelli引理与 0-1律
对事件序列 (An)，lim supAn =

⋂
n

⋃
k≥nAk = {ω : ω ∈ An 对无穷多个n}。

引理 3.6 (Borel–Cantelli)

♥
(1) 若

∑
n P(An) <∞，则 P(lim supAn) = 0。(2) 若 (An) 独立且

∑
n P(An) = ∞，则 P(lim supAn) = 1。

证明 (1) E[
∑
n 1An ] =

∑
P(An) <∞，故

∑
1An <∞ a.s.

(2) 对 n ≤ m，由独立性与 1 − x ≤ e−x，P(
⋂m
k=nA

c
k) =

∏m
k=n(1 − P(Ak)) ≤ exp(−

∑m
k=n P(Ak)) → 0

（m→ ∞）。故 P(
⋃
k≥nAk) = 1对一切 n，从而 P(lim supAn) = 1。

定理 3.7 (Kolmogorov 0-1律)

♥
设 (Gn)n≥1 是独立的 σ-代数序列，G∞ =

⋂
n σ(Gk : k ≥ n)为尾 σ-代数。则对一切A ∈ G∞，P(A) ∈ {0, 1}。

证明 令Dn = σ(G1, . . . ,Gn)。由分组引理，Dn与 σ(Gk : k > n) ⊃ G∞独立。因此 G∞与
⋃
nDn独立；后者是包

含Ω的 π-系，由命题 3.2，G∞与 σ(
⋃
nDn) = σ(Gn : n ≥ 1) ⊃ G∞独立。故A ∈ G∞与自身独立：P(A) = P(A)2。

例 3.1 设 (Xn) 为独立实随机变量。则 lim supn
X1+···+Xn

n 是关于尾 σ-代数可测的（改变有限项不影响它），故
a.s. 等于某个 [−∞,∞] 中的常数；{

∑
Xn 收敛} 的概率为 0 或 1。

3.3 独立序列的构造

定理 3.8

♥

在 ([0, 1),B([0, 1)), λ) 上，令 εn(ω) = b2nωc − 2b2n−1ωc 为 ω 的第 n个二进制数字。则 (εn)n≥1 独立同分

布，P(εn = 0) = P(εn = 1) = 1/2。

证明 对任意 a1, . . . , an ∈ {0, 1}，{ε1 = a1, . . . , εn = an}是长为 2−n 的区间 [
∑
k ak2

−k,
∑
k ak2

−k + 2−n)，故

其概率为 2−n =
∏
k P(εk = ak)。

推论 3.9

♥

在 ([0, 1),B, λ) 上存在独立随机变量序列 (Un)n≥1，每个都在 [0, 1] 上均匀分布。因此对 R 上任意概率测

度序列 (µn)，存在独立随机变量序列 (Xn) 使 Xn ∼ µn。

证明 取双射 ϕ : N∗ ×N∗ → N∗，令 Ui =
∑
j≥1 εϕ(i,j)2

−j。由分组引理 (Ui)独立。对固定的 i，(εϕ(i,j))j 与 (εj)j

同分布（其有限维分布相同），故 Ui 与 ω =
∑
j εj(ω)2

−j 同分布，即均匀分布。再令 Xn = Gn(Un)，Gn 为 µn

的分布函数的广义逆（定理 1.13）。
上面的构造对实值随机变量已经足够。为了构造一般的随机过程，我们需要 Kolmogorov 扩张定理。

定义 3.10

♣

设 T 为任意指标集，(Et)t∈T 为可测空间。对有限子集 J ⊂ J ′ ⊂ T，记 πJ
′

J :
∏
t∈J ′ Et →

∏
t∈J Et 为投

影，πJ = πTJ。一族概率测度 (µJ)J⊂T 有限（µJ 定义在
∏
t∈J Et 上）称为相容的，若对一切有限 J ⊂ J ′ 有

(πJ
′

J )#µJ ′ = µJ。

12



3.4 独立和

定理 3.11 (Kolmogorov扩张定理)

♥

设每个 Et 是 Polish 空间（配 Borel σ-代数），(µJ) 相容。则在 (Ω,F) = (
∏
t∈T Et,

⊗
t B(Et)) 上存在唯一

的概率测度 P 使 (πJ)#P = µJ 对一切有限 J 成立。

证明 柱集代数：形如 π−1
J (B)（J 有限，B ∈ B(EJ)，记 EJ =

∏
t∈J Et）的集合称为柱集，它们构成生成 F 的

集代数 C（两个柱集总可以写在同一个有限 J 上，由引理 1.4，B(EJ) =
⊗

t∈J B(Et)）。令 P0(π
−1
J (B)) = µJ(B)。

若 π−1
J (B) = π−1

J ′ (B′)，取 J ′′ = J ∪ J ′，则 (πJ
′′

J )−1(B) = (πJ
′′

J ′ )−1(B′)，由相容性两种定义都等于 µJ ′′ 在这个

集合上的值，故 P0 良定，且显然有限可加，P0(Ω) = 1。

在空集处连续：设 Cn = π−1
Jn

(Bn) ∈ C 递减且 P0(Cn) ≥ ε > 0，要证
⋂
Cn 6= ∅。不妨设 Jn 递增。E

Jn 是

Polish空间，由定理 1.15取紧集Kn ⊂ Bn 使 µJn(Bn \Kn) ≤ ε2−n−1。令 Dn =
⋂
k≤n π

−1
Jk

(Kk) ⊂ Cn，则

P0(Cn \Dn) ≤
∑
k≤n

P0(Ck \ π−1
Jk

(Kk)) ≤ ε/2,

故 P0(Dn) ≥ ε/2，Dn 6= ∅。取 xn ∈ Dn。对每个 k与 n ≥ k，πJk(x
n) ∈ Kk。可数集 J∞ =

⋃
k Jk 中的每个坐

标都属于某个 Jk，由对角线法可取子列 (nl)使对每个 k，πJk(x
nl)在紧集Kk 中收敛到某点 yk。这些极限彼此

相容，故存在 x ∈ Ω（在 T \ J∞ 上的坐标任取）使 πJk(x) = yk ∈ Kk 对一切 k。于是 x ∈
⋂
kDk ⊂

⋂
k Ck。

所以 P0在 C上可数可加，由 Carathéodory延拓定理（第 1.2节）延拓为 F 上的概率测度；唯一性由推论 1.7
（C 是 π-系）。

推论 3.12

♥
设 (νt)t∈T 是 Polish 空间 Et 上的概率测度。则存在独立随机变量族 (Xt)t∈T 使 Xt ∼ νt。

证明 取 µJ =
⊗

t∈J νt，它们显然相容，在定理 3.11给出的空间上取 Xt = πt；独立性由定理 3.4。

3.4 独立和

定义 3.13

♣
Rd 上概率测度 µ, ν 的卷积 µ ∗ ν 是 µ⊗ ν 在 (x, y) 7→ x+ y 下的像测度。

命题 3.14

♠

设X,Y 为独立的 Rd 值随机变量。则：(1) PX+Y = PX ∗ PY；若X,Y 分别有密度 p, q，则X + Y 有密度

p ∗ q(z) =
∫
p(x)q(z − x)dx。(2) ΦX+Y = ΦXΦY。(3) 若 X,Y ∈ L2，则KX+Y = KX +KY。

证明 (1)由定理 3.4，E[φ(X + Y )] =
∫∫

φ(x+ y)PX(dx)PY (dy)。有密度时用 Fubini与平移 y = z − x。(2)由定
理 3.4(3)。(3)由推论 3.5逐分量计算。
例 3.2 P(λ) ∗ P(µ) = P(λ + µ)（看母函数），N (m1, σ

2
1) ∗ N (m2, σ

2
2) = N (m1 +m2, σ

2
1 + σ2

2)（看特征函数），
Γ(a, θ) ∗ Γ(b, θ) = Γ(a+ b, θ)（看 Laplace 变换）。特别地，n个独立 E(λ) 变量之和服从 Γ(n, λ)。

定理 3.15 (L2 弱大数定律)

♥

设 (Xn) 是 L2 中两两不相关的实随机变量，E[Xn] = m，supnVar(Xn) <∞。则 1
n (X1 + · · ·+Xn) → m

在 L2 中，从而依概率收敛。

证明 E[(Sn

n −m)2] = 1
n2 Var(Sn) =

1
n2

∑
k≤nVarXk ≤ C

n。依概率收敛由 Chebyshev不等式。

13



3.5 高斯向量

3.5 高斯向量

定义 3.16

♣
Rd 值随机变量 X 称为高斯向量，若对一切 ξ ∈ Rd，〈ξ,X〉 服从高斯分布（允许退化的 N (m, 0)）。

命题 3.17

♠

(1) 若X 是高斯向量，均值m，协方差矩阵K，则 ΦX(ξ) = exp(i〈ξ,m〉 − 1
2 〈ξ,Kξ〉)；特别地X 的分布由

(m,K) 决定，记为 N (m,K)。(2) 对任意m ∈ Rd 与对称半正定矩阵K，存在服从 N (m,K) 的高斯向量；

若K 可逆，其密度为

(2π)−d/2(detK)−1/2 exp
(
− 1

2 〈x−m,K−1(x−m)〉
)
.

(3) 若 X 是高斯向量，A 为 n × d 矩阵，b ∈ Rn，则 AX + b 是高斯向量。(4) 设 (X1, . . . , Xd) 是高斯向

量，则 X1, . . . , Xd 独立当且仅当 K 是对角矩阵。更一般地，若 (Y1, . . . , Yp, Z1, . . . , Zq) 是高斯向量，且

Cov(Yi, Zj) = 0 对一切 i, j，则 Y = (Yi) 与 Z = (Zj) 独立。

证明 (1) 〈ξ,X〉 ∼ N (〈ξ,m〉, 〈ξ,Kξ〉)，由命题 2.10在 1处取值即可；唯一性由定理 2.11。
(2)取独立的 Z1, . . . , Zd ∼ N (0, 1)（推论 3.9），Z = (Zi)，则 ΦZ(ξ) = e−|ξ|2/2，故 〈ξ, Z〉 ∼ N (0, |ξ|2)，Z

是高斯向量。取对称半正定的 A = K1/2，X = m + AZ，则 〈ξ,X〉 = 〈ξ,m〉 + 〈Aξ,Z〉 是高斯的，协方差为
AA⊤ = K。若K 可逆，Z 的密度为 (2π)−d/2e−|z|2/2，用线性变量替换即得 X 的密度。

(3) 〈η,AX + b〉 = 〈A⊤η,X〉+ 〈η, b〉。

(4)若K 呈分块对角形

(
KY 0

0 KZ

)
，则 Φ(Y,Z)(η, ζ) = ΦY (η)ΦZ(ζ)，由定理 3.4(4)得独立。反方向由推论

3.5。
注 “每个分量都是高斯变量”不足以推出“是高斯向量”：若 X ∼ N (0, 1)，ε 与 X 独立且 P(ε = ±1) = 1

2，则
εX ∼ N (0, 1)，Cov(X, εX) = 0，但 X + εX 在 0 处有原子，X 与 εX 也不独立。

3.6 Poisson过程

定理 3.18

♥

设 T1, T2, . . . 独立同分布于 E(λ)，Sn = T1 + · · ·+ Tn，Nt =
∑
n≥1 1{Sn≤t}（t ≥ 0）。则对 0 = t0 < t1 <

· · · < tk，随机变量 Nt1 −Nt0 , . . . , Ntk −Ntk−1
独立，且 Ntj −Ntj−1 ∼ P(λ(tj − tj−1))。(Nt)t≥0 称为强

度为 λ的 Poisson 过程。

证明 由独立性与变量替换 sj = t1+· · ·+tj（Jacobi行列式为 1），(S1, . . . , Sm+1)有密度λm+1e−λsm+11{0<s1<···<sm+1}。

给定 n1, . . . , nk ∈ N，令m = n1 + · · ·+ nk。事件 {Ntj −Ntj−1
= nj , j = 1, . . . , k}等于：Sm ≤ tk < Sm+1，且

S1, . . . , Sm 中恰有 nj 个落在 (tj−1, tj ]中。对 sm+1 在 (tk,∞)上积分得 λme−λtk；集合

{0 < s1 < · · · < sm ≤ tk : #{i : si ∈ (tj−1, tj ]} = nj ∀j}

是 k个单纯形 {tj−1 < u1 < · · · < unj
≤ tj}的乘积，体积为

∏
j(tj − tj−1)

nj/nj !。故所求概率为

λme−λtk
k∏
j=1

(tj − tj−1)
nj

nj !
=

k∏
j=1

e−λ(tj−tj−1)
(λ(tj − tj−1))

nj

nj !
.

对 (n1, . . . , nk)求和得 1，于是 Ntk <∞ a.s.，并且上式同时给出了增量的分布与独立性。
注 Poisson 过程是第 13 章中“有限状态跳过程”与 Lévy 过程的最简单例子。其路径右连续、取整数值、跳跃为 1，
相邻跳跃之间的间隔是独立的指数变量。
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第 4章 随机变量的收敛与极限定理

本章讨论随机变量序列的各种收敛方式，并证明概率论中最著名的两个极限定理：强大数定律与中心极限
定理。我们还引入一致可积性，它是第 6 章鞅收敛理论的关键工具。

4.1 收敛方式

定义 4.1

♣

设 Xn, X 为 Rd 值随机变量。

1. Xn
a.s.−−→ X（几乎必然收敛）：P(Xn → X) = 1。

2. Xn
P−−→ X（依概率收敛）：对一切 ε > 0，P(|Xn −X| > ε) → 0。

3. Xn → X 于 Lp（p ≥ 1）：E[|Xn −X|p] → 0。

命题 4.2

♠

(1) a.s. 收敛或 Lp 收敛蕴含依概率收敛。(2) 若 Xn
P−−→ X，则存在子列 Xnk

a.s.−−→ X。(3) Xn
P−−→ X 当且

仅当 E[|Xn −X| ∧ 1] → 0。

证明 (1) a.s.情形：1{|Xn−X|>ε} → 0 a.s.，用控制收敛；Lp情形用Markov不等式。(2)取 nk递增使 P(|Xnk
−X| >

2−k) ≤ 2−k，由 Borel–Cantelli引理 3.6，a.s.对充分大的 k有 |Xnk
−X| ≤ 2−k。(3)对 ε ∈ (0, 1)，εP(|Xn−X| >

ε) ≤ E[|Xn −X| ∧ 1] ≤ ε+ P(|Xn −X| > ε)。

注 依概率收敛不蕴含 a.s. 收敛：在 [0, 1)上，令Xn = 1[j2−k,(j+1)2−k)，其中 n = 2k+j，0 ≤ j < 2k。则Xn
P−−→ 0

但 Xn(ω) 对每个 ω 都不收敛。

4.2 一致可积性

定义 4.3

♣

实随机变量族 (Xi)i∈I 称为一致可积的（UI），若

lim
a→∞

sup
i∈I

E[|Xi|1{|Xi|>a}] = 0.

命题 4.4

♠

(1) 有限族 {X} ⊂ L1 是 UI 的；若 |Xi| ≤ Y ∈ L1，则 (Xi) 是 UI 的。(2) 若 supi E[|Xi|p] < ∞ 对某个

p > 1 成立，则 (Xi) 是 UI 的。(3) (Xi) 是 UI 的，当且仅当 supi E|Xi| < ∞，且对每个 ε > 0 存在 δ > 0

使 P(A) < δ ⇒ supi E[|Xi|1A] < ε。

证明 (1)由控制收敛，E[Y 1{Y >a}] → 0。(2)E[|Xi|1{|Xi|>a}] ≤ a1−pE|Xi|p。(3)若UI，取 a使 supi E[|Xi|1{|Xi|>a}] <

ε/2，则 E|Xi| ≤ a+ ε/2，且 E[|Xi|1A] ≤ aP(A) + ε/2，取 δ = ε/(2a)。反之，由Markov不等式 P(|Xi| > a) ≤
supj E|Xj |/a < δ（a充分大），再取 A = {|Xi| > a}。

定理 4.5 (Vitali)

♥

设 Xn, X ∈ L1。则 Xn → X 于 L1 当且仅当 Xn
P−−→ X 且 (Xn) 是 UI 的。更一般地，若 Xn

P−−→ X 且

(Xn) UI，则 X ∈ L1 且 Xn → X 于 L1。



4.3 强大数定律

证明 设Xn → X 于 L1。依概率收敛已知。对 ε > 0取N 使 n ≥ N ⇒ E|Xn−X| < ε。有限族 {X,X1, . . . , XN}
满足命题 4.4(3)中的条件，取相应的 δ；则对 n > N 与 P(A) < δ，E[|Xn|1A] ≤ E[|X|1A] + ε < 2ε。L1 有界性

显然。由 (3)，(Xn) UI。
反之，设Xn

P−−→ X 且 UI。由命题 4.2(2)与 Fatou引理，E|X| ≤ lim inf E|Xnk
| <∞。对 ε > 0，取 δ使 (3)

中的条件对族 {Xn} ∪ {X}成立。则

E|Xn −X| ≤ ε+ E[(|Xn|+ |X|)1{|Xn−X|>ε}] ≤ ε+ 2ε

只要 P(|Xn −X| > ε) < δ，而这对充分大的 n成立。

4.3 强大数定律

定理 4.6 (强大数定律)

♥

设 (Xn)n≥1 是两两独立、同分布的实随机变量，E|X1| <∞。则

X1 + · · ·+Xn

n

a.s.−−→ E[X1].

反之，若 (Xn) 独立同分布且 E|X1| = ∞，则 lim supn|X1 + · · ·+Xn|/n = ∞ a.s.

证明 [证明（Etemadi [6]）]由于 X+
n 与 X−

n 分别仍是两两独立同分布的，不妨设 Xn ≥ 0。记 X = X1，Sn =

X1 + · · ·+Xn。

截断。令 Yk = Xk1{Xk≤k}，Tn = Y1 + · · ·+ Yn。由于
∑
k P(Xk > k) =

∑
k P(X > k) ≤

∫∞
0

P(X > t)dt =

EX <∞，由 Borel–Cantelli，a.s.只有有限多个 k使 Xk 6= Yk。于是只需证 Tn/n→ EX a.s.
沿几何子列。固定 α > 1，令 kn = bαnc。由两两独立（推论 3.5），Var(Tm) =

∑
j≤mVar(Yj) ≤

∑
j≤m E[Y 2

j ]。

由 Chebyshev不等式，对 ε > 0，∑
n

P
(
|Tkn − ETkn | > εkn

)
≤ 1

ε2

∑
n

1

k2n

∑
j≤kn

E[Y 2
j ] =

1

ε2

∑
j

E[Y 2
j ]

∑
n:kn≥j

1

k2n
.

由于 kn ≥ αn/2，
∑
n:αn≥j k

−2
n ≤ 4

∑
n:αn≥j α

−2n ≤ 4
(1−α−2)j2。又利用

∑
j≥m j

−2 ≤ 2/m，∑
j

E[Y 2
j ]

j2
=
∑
j

1

j2

∑
m≤j

E[X21{m−1<X≤m}] ≤
∑
m

2

m
E[X21{m−1<X≤m}] ≤ 2EX <∞.

因此由 Borel–Cantelli（让 ε取遍 1/k），(Tkn −ETkn)/kn → 0 a.s. 又由单调收敛 E[Yj ] = E[X1{X≤j}] → EX，故
其 Cesàro平均 ETm/m→ EX。于是 Tkn/kn → EX a.s.
填补。对 kn ≤ m ≤ kn+1，由 Yj ≥ 0，

kn
kn+1

· Tkn
kn

≤ Tm
m

≤ kn+1

kn
·
Tkn+1

kn+1
,

而 kn+1/kn → α。故 a.s. α−1EX ≤ lim inf Tm/m ≤ lim supTm/m ≤ αEX。让 α沿 1 + 1/k趋于 1即得。

逆命题。若 E|X| = ∞，则对每个K > 0，
∑
n P(|Xn| > Kn) =

∑
n P(|X|/K > n) = ∞，由 Borel–Cantelli

第二引理，a.s.无穷多次 |Xn| > Kn。而 |Xn| ≤ |Sn|+ |Sn−1|，故 a.s. lim sup|Sn|/n ≥ K/2。

注 第 6 章将用反向鞅给出强大数定律的另一证明（定理 6.21）。

16



4.4 依分布收敛

4.4 依分布收敛

定义 4.7

♣

设E为度量空间。E上的概率测度序列 µn 弱收敛到 µ，若对一切 f ∈ Cb(E)（有界连续函数）有
∫
fdµn →∫

fdµ。随机变量 Xn 依分布收敛到 X（Xn
(d)−−−→ X），若 PXn

弱收敛到 PX。

注意依分布收敛只是关于分布的陈述，Xn 与 X 甚至可以定义在不同的概率空间上。由命题 1.14，弱极限
是唯一的。

定理 4.8 (Portmanteau)

♥

设 µn, µ为度量空间 E 上的概率测度。以下等价：

1. µn → µ弱收敛；

2. 对一切有界 Lipschitz 函数 f，
∫
fdµn →

∫
fdµ；

3. 对一切闭集 F，lim supµn(F ) ≤ µ(F )；

4. 对一切开集 U，lim inf µn(U) ≥ µ(U)；

5. 对一切满足 µ(∂A) = 0 的 Borel 集 A，µn(A) → µ(A)。

当 E = R 时，它们还等价于：(6) 在 Fµ 的每个连续点 x处，Fµn
(x) → Fµ(x)。

证明 (1)⇒(2)显然。(2)⇒(3)：fk = (1− k d(·, F ))+是有界 Lipschitz的，fk ≥ 1F，故 lim supµn(F ) ≤
∫
fkdµ ↓

µ(F )。(3)⇔(4)取补集。(3)+(4)⇒(5)：记 Å与 Ā为内部与闭包，

µ(Å) ≤ lim inf µn(Å) ≤ lim inf µn(A) ≤ lim supµn(A) ≤ lim supµn(Ā) ≤ µ(Ā),

而 µ(Ā) = µ(Å) = µ(A)。(5)⇒(1)：设 f ∈ Cb，不妨 0 < f < 1。对 t ∈ (0, 1)，∂{f > t} ⊂ {f = t}，而
µ(f = t) > 0的 t至多可数。由 (5)与控制收敛，

∫
fdµn =

∫ 1

0
µn(f > t)dt→

∫ 1

0
µ(f > t)dt =

∫
fdµ。

(5)⇒(6)：∂(−∞, x] = {x}。(6)⇒(2)（E = R）：Fµ 的连续点稠密。给定有界 Lipschitz f 与 ε > 0，取连续

点 a < b 使 µ((a, b]c) < ε，再取连续点 a = x0 < · · · < xk = b 使 f 在每个 (xj−1, xj ] 上振幅 < ε。阶梯函数

g =
∑
j f(xj)1(xj−1,xj ]满足

∫
gdµn →

∫
gdµ，且 |f − g| ≤ ε+ ‖f‖∞1(a,b]c；而 µn((a, b]

c) → µ((a, b]c) < ε。故

lim sup|
∫
fdµn −

∫
fdµ| ≤ 2ε+ 2‖f‖∞ε。

引理 4.9

♥

设 µn, µ为 Rd 上的概率测度，且对一切 f ∈ Cc(Rd)（紧支连续函数）有
∫
fdµn →

∫
fdµ。则 µn → µ弱

收敛。

证明 给定 ε > 0，取 h ∈ Cc，0 ≤ h ≤ 1，
∫
hdµ ≥ 1 − ε。则

∫
(1 − h)dµn →

∫
(1 − h)dµ ≤ ε。对 f ∈ Cb，

fh ∈ Cc，而 |
∫
fdµn−

∫
fdµ| ≤ |

∫
fhdµn−

∫
fhdµ|+ ‖f‖∞(

∫
(1−h)dµn+

∫
(1−h)dµ)，其上极限≤ 2ε‖f‖∞。

命题 4.10

♠

(1) 若Xn
P−−→ X，则Xn

(d)−−−→ X。(2) 若Xn
(d)−−−→ c（常数），则Xn

P−−→ c。(3)（Slutsky）若Xn
(d)−−−→ X，

Yn
P−−→ c（常数），则 (Xn, Yn)

(d)−−−→ (X, c)；特别地 Xn + Yn
(d)−−−→ X + c，XnYn

(d)−−−→ cX。

证明 (1)对有界 L-Lipschitz函数 f，|Ef(Xn)− Ef(X)| ≤ Lε+ 2‖f‖∞P(|Xn −X| > ε)，用定理 4.8(2)。(2)对
F = {|x− c| ≥ ε}用 (3)。(3)对有界 Lipschitz的 f(x, y)，|Ef(Xn, Yn)−Ef(Xn, c)| ≤ Lε+2‖f‖∞P(|Yn− c| > ε)，

而 Ef(Xn, c) → Ef(X, c)。

定理 4.11 (Lévy连续性定理)

♥
设 µn, µ为 Rd 上的概率测度。则 µn → µ弱收敛当且仅当对一切 ξ ∈ Rd，µ̂n(ξ) → µ̂(ξ)。
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4.5 中心极限定理

证明 必要性：x 7→ ei⟨ξ,x⟩ 的实部与虚部是有界连续的。充分性：沿用定理 2.11证明中的记号。对 f ∈ Cc，由

Fubini，∫
f ∗ gσdµn =

∫
f(x)

(∫
gσ(x− y)µn(dy)

)
dx =

∫
f(x)(2π)−d

∫
ei⟨ξ,x⟩e−σ

2|ξ|2/2µ̂n(−ξ)dξdx,

其中 f ∗gσ(y) =
∫
f(x)gσ(x−y)dx。由控制收敛（|µ̂n| ≤ 1），右边收敛到把 µ̂n换为 µ̂的同一表达式，即

∫
f ∗gσdµ。

由于 f 一致连续，‖f ∗gσ−f‖∞ ≤ supy
∫
|f(y+σz)−f(y)|g1(z)dz → 0（σ → 0）。故 lim supn|

∫
fdµn−

∫
fdµ| ≤

2‖f ∗ gσ − f‖∞ 对一切 σ > 0，即
∫
fdµn →

∫
fdµ。由引理 4.9得证。

定义 4.12

♣
Rd 上的概率测度族 (µi)i∈I 称为胎紧的，若对每个 ε > 0 存在紧集K 使 supi µi(K

c) < ε。

定理 4.13 (Helly选择定理)

♥
R 上的胎紧概率测度序列 (µn) 有弱收敛的子列。

证明 记 Fn 为分布函数。由对角线法，取子列（仍记为 Fn）使 Fn(q) → G(q)对一切 q ∈ Q成立。令 F (x) =

infq>x,q∈QG(q)，它不减、右连续。若 x是 F 的连续点，则：lim supFn(x) ≤ G(q)对一切有理 q > x，故≤ F (x)；

lim inf Fn(x) ≥ G(q′) ≥ F (q′′) 对有理 q′′ < q′ < x，令 q′′ ↑ x 得 ≥ F (x−) = F (x)。由胎紧性，取 M 使

µn([−M,M ]c) < ε，则对连续点 x > M，F (x) ≥ 1− ε，x < −M 时 F (x) ≤ ε；故 F (−∞) = 0，F (∞) = 1，F

是某概率测度 µ的分布函数（定理 1.13）。由定理 4.8(6)，µn → µ。

引理 4.14

♥
对 R 上的概率测度 µ与 u > 0，µ({x : |x| > 2/u}) ≤ 1

u

∫ u
−u(1− µ̂(t))dt。

证明 由 Fubini， 1
u

∫ u
−u(1− µ̂(t))dt =

∫
2
(
1− sinux

ux

)
µ(dx)，被积函数非负，且当 |ux| ≥ 2时 ≥ 2(1− 1

2 ) = 1。

定理 4.15 (Lévy连续性定理，强形式)

♥

设 µn 为 R 上的概率测度，µ̂n(t) → Φ(t) 对一切 t成立，且 Φ 在 0 处连续。则 Φ 是某个概率测度 µ的特

征函数，且 µn → µ弱收敛。

证明 由引理 4.14与控制收敛，lim supn µn(|x| > 2/u) ≤ 1
u

∫ u
−u(1−Φ(t))dt，由 Φ在 0处连续（Φ(0) = 1），右边

当 u→ 0时趋于 0。故 (µn)胎紧（有限个 µn自动满足）。由 Helly定理，每个子列有弱收敛的子子列，其极限的
特征函数为 Φ（定理 4.11），由定理 2.11极限 µ唯一。若 µn 6→ µ，存在 f ∈ Cb与子列使 |

∫
fdµnk

−
∫
fdµ| ≥ ε，

与子子列收敛到 µ矛盾。

在 Rd 中同样的结论成立（逐坐标应用引理 4.14 得胎紧性；Rd 中的 Helly 定理可用多维分布函数类似证明），
本讲义不需要。

4.5 中心极限定理

引理 4.16

♥

若复数 a1, . . . , an, b1, . . . , bn的模都不超过 1，则 |
∏
ak−

∏
bk| ≤

∑
|ak−bk|。又对实数 x，|eix−1−ix+ x2

2 | ≤
min( |x|

3

6 , x2)。

证明 第一式由
∏
k≤n ak −

∏
k≤n bk = (an − bn)

∏
k<n ak + bn(

∏
k<n ak −

∏
k<n bk)归纳。第二式由 Taylor公式

的积分余项：eix − 1 − ix + x2

2 = i3

2

∫ x
0
(x − s)2eisds，其模 ≤ |x|3/6；而 eix − 1 − ix = i2

∫ x
0
(x − s)eisds的模

≤ x2/2，加上 x2/2得 ≤ x2。
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4.5 中心极限定理

定理 4.17 (Lindeberg中心极限定理)

♥

对每个 n，设 Xn,1, . . . , Xn,kn 为独立实随机变量，EXn,k = 0，
∑
k E[X2

n,k] = 1，且满足 Lindeberg 条件：

对每个 ε > 0，
kn∑
k=1

E
[
X2
n,k1{|Xn,k|>ε}

]
−−−−→
n→∞

0.

则 Sn =
∑
kXn,k

(d)−−−→ N (0, 1)。

证明 记 σ2
n,k = EX2

n,k。由 Lindeberg条件，maxk σ
2
n,k ≤ ε2 +

∑
k E[X2

n,k1{|Xn,k|>ε}]，故 maxk σ
2
n,k → 0。固定

ξ。由独立性 ΦSn
(ξ) =

∏
k ΦXn,k

(ξ)，而 e−ξ
2/2 =

∏
k e

−ξ2σ2
n,k/2。由引理 4.16，

|ΦSn
(ξ)− e−ξ

2/2| ≤
∑
k

∣∣∣ΦXn,k
(ξ)− 1 +

ξ2σ2
n,k

2

∣∣∣+∑
k

∣∣∣e−ξ2σ2
n,k/2 − 1 +

ξ2σ2
n,k

2

∣∣∣.
（对充分大的 n，|1− ξ2σ2

n,k/2| ≤ 1。）第二个和不超过
∑
k

ξ4σ4
n,k

8 ≤ ξ4

8 maxk σ
2
n,k → 0（利用 |e−u−1+u| ≤ u2/2，

u ≥ 0）。对第一个和，由 EXn,k = 0与引理 4.16，∣∣∣ΦXn,k
(ξ)− 1 +

ξ2σ2
n,k

2

∣∣∣ ≤ E
[
min

( |ξXn,k|3

6
, ξ2X2

n,k

)]
≤ |ξ|3ε

6
σ2
n,k + ξ2E[X2

n,k1{|Xn,k|>ε}].

对 k求和，上极限不超过 |ξ|3ε/6。由 ε的任意性与 Lévy定理 4.11得证。

定理 4.18 (中心极限定理)

♥

设 (Xn) 为独立同分布的 Rd 值随机变量，E|X1|2 <∞，均值m，协方差矩阵K。则
X1 + · · ·+Xn − nm√

n

(d)−−−→ N (0,K).

证明 不妨m = 0。由命题 2.12后的注，ΦX1(ξ) = 1− 1
2 〈ξ,Kξ〉+ o(|ξ|2)。由独立性，

ΦSn/
√
n(ξ) = ΦX1(ξ/

√
n)n =

(
1− 〈ξ,Kξ〉

2n
+ o
(
1
n

))n
.

由引理 4.16，它与 (1 − ⟨ξ,Kξ⟩
2n )n 之差不超过 n · o(1/n) → 0，而后者趋于 e−⟨ξ,Kξ⟩/2。由命题 3.17与 Lévy定理

即得。

例 4.1 (Poisson逼近) 若Xn ∼ B(n, pn)，npn → λ > 0，则Xn
(d)−−−→ P(λ)。确实，母函数E[sXn ] = (1−pn+pns)n →

eλ(s−1)。对 N 值随机变量，由于 E[sXn ] =
∑
k P(Xn = k)sk，在 s ∈ [0, 1] 上逐点收敛蕴含每个系数收敛（取子

列使系数收敛，由控制收敛极限的母函数相同，再用命题 2.14(1)），从而 P(Xn = k) → P(X = k)，这蕴含依
分布收敛（对有界 f，

∑
k|P(Xn = k) − P(X = k)| → 0 由 Scheffé 型论证：正部之和等于负部之和，而正部被

P(X = k) 控制）。
例 4.2 (Bernstein多项式) 设 f ∈ C([0, 1])，Sn ∼ B(n, x)。则Bnf(x) = E[f(Sn/n)] =

∑
k

(
n
k

)
xk(1−x)n−kf(k/n)

是多项式，且由 Chebyshev 不等式，|Bnf(x)− f(x)| ≤ ωf (δ) + 2‖f‖∞ x(1−x)
nδ2 ，关于 x一致地趋于 0。这给出了

Weierstrass 逼近定理的一个概率证明。
注 一维情形也可由 Lindeberg 定理导出：取 Xn,k = Xk/(σ

√
n)，Lindeberg 条件化为 E[X2

11{|X1|>εσ
√
n}] → 0，

由控制收敛成立。Feller 证明了：若还有 maxk σ
2
n,k → 0，则 Lindeberg 条件也是必要的（本讲义不使用）。
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4.6 经验分布的收敛

4.6 经验分布的收敛

定理 4.19 (Glivenko–Cantelli)

♥

设 (Xn) 为独立同分布的实随机变量，分布函数为 F，Fn(x) = 1
n

∑
k≤n 1{Xk≤x} 为经验分布函数。则

supx∈R|Fn(x)− F (x)| a.s.−−→ 0。特别地，a.s. 经验测度 1
n

∑
k≤n δXk

弱收敛到 X1 的分布。

证明 对每个固定的 x，由强大数定律 Fn(x) → F (x)与 Fn(x−) → F (x−) a.s. 给定 m ∈ N∗，取 −∞ = x0 <

x1 < · · · < xm = +∞，xj = inf{x : F (x) ≥ j/m}（0 < j < m）。则 F (xj−) ≤ j/m ≤ F (xj)，从而

F (xj−)−F (xj−1) ≤ 1/m。对 x ∈ [xj−1, xj)，Fn(x)−F (x) ≤ Fn(xj−)−F (xj−1) ≤ Fn(xj−)−F (xj−)+ 1
m，类

似地 Fn(x)−F (x) ≥ Fn(xj−1)−F (xj−1)− 1
m。因此 a.s. lim supn supx|Fn−F | ≤ 1

m。第二个论断由定理 4.8(6)。
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第 5章 条件期望

条件期望 E[X | G] 是“在已知子 σ-代数 G 所含信息时对X 的最佳预测”。它是定义鞅与马氏过程所必需的工
具。本章先由 L2 中的正交投影定义它，再推广到可积与非负随机变量，然后系统地讨论它的性质与计算。

5.1 离散条件化
若 B 为事件且 P(B) > 0，给定 B 的条件概率为 P(A | B) = P(A ∩ B)/P(B)，X ∈ L1 的条件期望为

E[X | B] = E[X1B ]/P(B)。若 Y 是取值于可数集 E 的随机变量，自然地定义

E[X | Y ] =
∑

y:P(Y=y)>0

E[X | Y = y]1{Y=y}.

这是一个 σ(Y )-可测的随机变量，并且对每个 A ∈ σ(Y )（即 A = {Y ∈ B}），有 E[E[X | Y ]1A] = E[X1A]。这
一性质将成为一般定义。

5.2 定义与存在性
在本章中 G 总表示 F 的子 σ-代数。Lp(G) 表示 Lp(Ω,G,P)。

定理 5.1

♥

(1) 设 X ∈ L1。存在唯一（在 a.s. 相等意义下）的 Z ∈ L1(G) 使得

E[X1A] = E[Z1A] ∀A ∈ G. (5.1)

Z 记为 E[X | G]，称为 X 关于 G 的条件期望。此时对一切有界 G-可测W，E[XW ] = E[ZW ]。

(2) 设X 取值于 [0,∞]。存在唯一（a.s.）的 G-可测、取值于 [0,∞] 的 Z 使 (5.1) 成立；仍记 Z = E[X | G]。
此时对一切非负 G-可测W，E[XW ] = E[ZW ]。当 X ∈ L1 时两种定义一致。

(3) 若 X ∈ L2，则 E[X | G] 是 X 在闭子空间 L2(G) 上的正交投影。

证明 唯一性。若 Z,Z ′ 都 G-可测（非负或可积）且满足 (5.1)，对 A = {Z > a > Z ′} ∈ G（a ∈ Q）（在非负情
形还限制在 {Z ′ ≤ n}上）得 E[(Z − Z ′)1A] = 0，而 Z − Z ′ > 0于 A，故 P(A) = 0。对一切有理 a取并，得

Z ≤ Z ′ a.s.；对称地 Z = Z ′ a.s.
L2情形。L2(G)是完备的，因此是 L2(F)的闭子空间。令 Z = ΠX 为正交投影。X − Z ⊥ 1A对 A ∈ G 正

是 (5.1)。若X ≥ 0，则取 A = {Z < 0}，E[Z1A] = E[X1A] ≥ 0，故 Z ≥ 0 a.s.：投影保持正性。于是对X ∈ L2，

|ΠX| ≤ Π|X|且 E|ΠX| ≤ E[Π|X|] = E|X|。
L1 情形。L2 在 L1 中稠密。若 Xn ∈ L2，Xn → X 于 L1，则 E|ΠXn −ΠXm| ≤ E|Xn −Xm|，故 ΠXn 在

L1(G)中收敛到某个 Z，对 (5.1)取极限即得 Z 满足要求。

非负情形。令 Z = limn ↑ E[X ∧ n | G]（由正性，序列 a.s.递增）。由单调收敛定理对 (5.1)取极限即可。
最后，关于W 的论断：(5.1)对 G-可测简单函数成立，再取极限（单调收敛或控制收敛）。
对事件 A，记 P(A | G) = E[1A | G]。对随机变量 Y，记 E[X | Y ] = E[X | σ(Y )]；由 Doob–Dynkin 引理 2.8，

存在可测 h使 E[X | Y ] = h(Y )，并常写 E[X | Y = y] = h(y)（它在 PY -a.e. 意义下唯一）。



5.3 条件期望的性质

5.3 条件期望的性质

命题 5.2

♠

设 X,Y ∈ L1（或者都非负），a, b ∈ R（相应地 a, b ≥ 0）。

1. E[aX + bY | G] = aE[X | G] + bE[Y | G]；X ≤ Y ⇒ E[X | G] ≤ E[Y | G]；|E[X | G]| ≤ E[|X| | G]。
2. E[E[X | G]] = E[X]。

3. 若 X 是 G-可测的，E[X | G] = X。

4.（提出已知量）若W 是 G-可测的且WX ∈ L1（或W,X ≥ 0），则 E[WX | G] =WE[X | G]。
5.（塔性质）若 G1 ⊂ G2，则 E[E[X | G2] | G1] = E[E[X | G1] | G2] = E[X | G1]。

6. 若 σ(X) 与 G 独立，则 E[X | G] = E[X]。更一般地，若 H 是另一子 σ-代数且 σ(σ(X),H) 与 G 独

立，则 E[X | σ(G,H)] = E[X | H]。

证明 (1)–(3) 由定义与唯一性直接验证（单调性：对 A = {E[X|G] > E[Y |G]} 用 (5.1)）。(4) 先对非负 W,X：

对 A ∈ G，E[WX1A] = E[E[X | G]W1A]（定理 5.1(2) 中关于 W 的论断），故成立。一般情形对正负部展开

（|WE[X|G]| ≤ E[|WX||G] 保证可积）。(5) E[X | G1] 是 G2-可测的，由 (3) 得第二个等式。对 A ∈ G1 ⊂ G2，

E[E[X|G2]1A] = E[X1A] = E[E[X|G1]1A]，得第一个。(6)第一部分：对 A ∈ G，E[X1A] = E[X]P(A)。第二部
分：不妨设 X ≥ 0。形如 G ∩H（G ∈ G,H ∈ H）的集合构成生成 σ(G,H)的 π-系，且

E[X1G∩H ] = E[X1H ]P(G) = E[E[X|H]1H ]P(G) = E[E[X|H]1H1G],

其中两次用了独立性（X1H 与 E[X|H]1H 都是 σ(σ(X),H)-可测的）。两边作为 A 的函数 A 7→ E[X1A] 与

A 7→ E[E[X|H]1A]都是有限测度（在 X ∈ L1 时；非负情形先对 X ∧ n证明），由推论 1.7在 σ(G,H)上相等。

命题 5.3 (条件形式的极限定理与不等式)

♠

1.（单调收敛）若 0 ≤ Xn ↑ X，则 E[Xn | G] ↑ E[X | G]。
2.（Fatou）若 Xn ≥ 0，则 E[lim inf Xn | G] ≤ lim inf E[Xn | G]。
3.（控制收敛）若 Xn → X a.s. 且 |Xn| ≤ Y ∈ L1，则 E[Xn | G] → E[X | G] a.s. 且于 L1。

4.（Jensen）若 φ是 R 上的凸函数，X,φ(X) ∈ L1，则 φ(E[X | G]) ≤ E[φ(X) | G]。
5. 对 p ≥ 1，‖E[X | G]‖p ≤ ‖X‖p。

证明 (1) Z = lim ↑ E[Xn|G]存在且 G-可测；由单调收敛，对 A ∈ G，E[Z1A] = limE[Xn1A] = E[X1A]。(2)
用 (1)于 infk≥nXk。(3)令 Zn = supk≥n|Xk −X| ≤ 2Y，Zn ↓ 0；由 (1)应用于 2Y − Zn，E[Zn|G] ↓ 0 a.s.，而
|E[Xn|G]− E[X|G]| ≤ E[Zn|G]。L1 收敛由 E|E[Xn|G]− E[X|G]| ≤ E|Xn −X|与控制收敛。(4)如命题 2.5的证
明，φ = supn ℓn，ℓn为可数个仿射函数。对每个 n，E[φ(X)|G] ≥ ℓn(E[X|G]) a.s.；可数个零测集之并仍是零测
集。(5)对 φ(x) = |x|p 用 (4)，再取期望（X ∈ Lp 时；否则右边为∞）。

命题 5.4

♠
若 X ∈ L1，则族 {E[X | G] : G 为F 的子σ-代数} 是一致可积的。

证明 记XG = E[X|G]。由命题 4.4(3)，对 ε > 0取 δ使 P(A) < δ ⇒ E[|X|1A] < ε。取 a = E|X|/δ。则 P(|XG | >
a) ≤ E|X|/a = δ，而 {|XG | > a} ∈ G，故 E[|XG |1{|XG |>a}] ≤ E[E[|X||G]1{|XG |>a}] = E[|X|1{|XG |>a}] < ε。

引理 5.5 (冻结引理)

♥

设 X 取值于 (E, E) 且是 G-可测的，Y 取值于 (F,F ′) 且与 G 独立，f : E × F → [0,∞] 可测。则

E[f(X,Y ) | G] = Φ(X), Φ(x) := E[f(x, Y )] =

∫
f(x, y)PY (dy).

对有界可测 f 同样成立。

22



5.4 条件期望的计算

证明 Φ由 Tonelli定理可测。对 A ∈ G，(X,1A)与 Y 独立，故由定理 3.4，

E[f(X,Y )1A] =

∫∫
f(x, y)aP(X,1A)(dxda)PY (dy) = E[Φ(X)1A].

5.4 条件期望的计算
设 (X,Y ) 取值于 Rm × Rn，有联合密度 p(x, y)。令 q(y) =

∫
p(x, y)dx为 Y 的密度。对非负可测 h，

E[h(X) | Y ] =

∫
h(x) ν(Y, dx), ν(y, dx) =

p(x, y)

q(y)
dx (q(y) > 0),

其中当 q(y) = 0 时令 ν(y, ·) 为任一固定的概率测度。事实上，对非负可测 g，由 Fubini，

E[h(X)g(Y )] =

∫
g(y)

(∫
h(x)p(x, y)dx

)
dy =

∫
g(y)q(y)

(∫
h(x)ν(y, dx)

)
dy,

而 {q = 0} 是 PY -零集。

命题 5.6

♠

设 (X,Y1, . . . , Yp) 是中心化高斯向量（X 为实值）。则 E[X | Y1, . . . , Yp] 等于 X 在 L2 中向子空间

span{Y1, . . . , Yp} 的正交投影 X̂ =
∑
j ajYj；并且对非负可测 h，

E[h(X) | Y1, . . . , Yp] =
∫
h(X̂ + z)N (0, σ2)(dz), σ2 = E[(X − X̂)2].

证明 (X− X̂, Y1, . . . , Yp)是 (X,Y )的线性像，因而是高斯向量，且Cov(X− X̂, Yj) = 0。由命题 3.17(4)，X− X̂
与 (Y1, . . . , Yp)独立，且 X − X̂ ∼ N (0, σ2)。由 X = X̂ + (X − X̂)与冻结引理 5.5即得两个结论。
例 5.1 (Kalman滤波) 设X0 ∼ N (0, σ2

0)，Xn+1 = aXn+εn+1（信号），Yn = Xn+ηn（观测），其中X0, (εn), (ηn)

独立，εn ∼ N (0, s2)，ηn ∼ N (0, r2)。令 X̂n = E[Xn | Y0, . . . , Yn]，Pn = E[(Xn − X̂n)
2]。所有变量构成高斯空

间，由命题 5.6，X̂n 是正交投影。记 X̃n+1 = aX̂n（预测），P̃n+1 = a2Pn + s2。新息 In+1 = Yn+1 − X̃n+1 与
Y0, . . . , Yn 正交，且 span(Y0, . . . , Yn+1) = span(Y0, . . . , Yn)⊕ span(In+1)，故

X̂n+1 = X̃n+1 +Kn+1In+1, Kn+1 =
P̃n+1

P̃n+1 + r2
, Pn+1 = (1−Kn+1)P̃n+1

（Kn+1 = Cov(Xn+1, In+1)/Var(In+1)，因Xn+1−X̃n+1 与 ηn+1 独立且与 Y0, . . . , Yn 正交）。并且给定 Y0, . . . , Yn，
Xn 的条件分布是 N (X̂n, Pn)。这是条件期望在信号处理中的经典应用：最优估计可以递推地计算。

这个命题说明：对高斯向量，“最佳预测”（条件期望）与“最佳线性预测”一致。这一事实在第 9 章讨论高斯
空间时会再次出现。

5.5 转移核与条件分布

定义 5.7 (转移核)

♣

设 (E, E), (F,F ′) 为可测空间。映射 ν : E × F ′ → [0, 1] 称为从 E 到 F 的转移核（或转移概率），若：(i)
对每个 x ∈ E，ν(x, ·) 是 F 上的概率测度；(ii) 对每个 B ∈ F ′，x 7→ ν(x,B) 是可测的。

由单调类论证，对非负可测 f : E × F → [0,∞]，x 7→
∫
f(x, y)ν(x, dy) 可测；对 E 上的概率测度 µ，

µ⊗ν(A×B) :=
∫
A
ν(x,B)µ(dx)唯一延拓为E×F 上的概率测度，且

∫
fd(µ⊗ν) =

∫
µ(dx)

∫
ν(x, dy)f(x, y)。（证

明：上述公式对 f = 1A×B 成立；满足“x 7→
∫
f(x, y)ν(x, dy) 可测”的有界 f 构成满足定理 1.8 条件的向量空间；

然后由单调收敛延拓到非负函数，并用它定义 µ⊗ ν。）
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5.5 转移核与条件分布

定义 5.8 (条件分布)

♣

设 X 取值于 E，Y 取值于 F。从 E 到 F 的转移核 ν 称为给定 X 时 Y 的条件分布，若对一切非负可测

h : F → [0,∞]，

E[h(Y ) | X] =

∫
h(y)ν(X, dy) a.s.

等价地，(X,Y ) 的分布是 PX ⊗ ν；此时对非负可测 f，E[f(X,Y ) | X] =
∫
f(X, y)ν(X, dy)。

定理 5.9

♥

若 Y 是实随机变量，X 取值于任意可测空间 E，则给定X 时 Y 的条件分布存在，并且在 PX -a.e. 意义下

唯一。

证明 对每个 r ∈ Q选取 P(Y ≤ r | X)的一个版本 gr(X)（gr 可测，Doob–Dynkin）。由条件期望的单调性与单
调收敛，存在 PX -零集N，使对 x /∈ N：r 7→ gr(x)不减，limr→−∞ gr(x) = 0，limr→+∞ gr(x) = 1，且 gr(x) =

lims↓r,s∈Q gs(x)（每条都是关于可数个有理数的可数个 a.s.等式/不等式）。对 x /∈ N 令 Fx(t) = infr>t,r∈Q gr(x)，

它是一个分布函数，在有理点上等于 gr(x)；令 ν(x, ·)为相应的概率测度（定理 1.13）；对 x ∈ N 令 ν(x, ·) = δ0。

x 7→ ν(x, (−∞, t])可测（有理点值的下确界），而使 x 7→ ν(x,B)可测的 B 全体是 λ-系，故 ν 是转移核。

E[1{Y ∈B}1{X∈A}] = E[ν(X,B)1{X∈A}]对 B = (−∞, r]（r ∈ Q）成立，再由 λ-系论证对一切 Borel B成立；最
后对 h用简单函数逼近与单调收敛。唯一性：两个条件分布对每个 B = (−∞, r]（r ∈ Q）在 PX -a.e.意义下相
等，取可数个零测集之并，再用推论 1.7。
注 同样的结论对取值于任意 Polish 空间的 Y 成立（可以用 Borel 同构把它化为实值情形），本讲义不需要这一
推广。
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第二部分

离散时间随机过程



第 6章 离散时间鞅

鞅是“公平博弈中赌徒财富”的数学模型，是现代概率论中最有力的工具之一：几乎所有的概率问题都可以通
过找到合适的鞅来解决。本章建立离散时间鞅的基本理论：停时与可选停止定理、几乎必然收敛定理、Lp 收敛
与一致可积鞅、反向鞅。这些结果在后面的马氏链理论与连续时间理论中被反复使用。

6.1 定义与例子

定义 6.1

♣

滤子（或信息流）是 F 的子 σ-代数的递增序列 (Fn)n∈N。记 F∞ = σ(
⋃
n Fn)。随机过程 (Xn)n∈N 称为适

应的，若每个Xn 是 Fn-可测的；称为可料的，若X0 是 F0-可测的且每个Xn（n ≥ 1）是 Fn−1-可测的。

适应的实过程 (Xn)，若每个 Xn ∈ L1，并且对一切 n：

E[Xn+1 | Fn] = Xn，称为鞅；

E[Xn+1 | Fn] ≤ Xn，称为上鞅；

E[Xn+1 | Fn] ≥ Xn，称为下鞅。

由塔性质，鞅满足 E[Xm | Fn] = Xn（m ≥ n），从而 E[Xn] = E[X0]；上鞅的期望递减。X 是上鞅当且仅
当 −X 是下鞅。若不指明滤子，默认使用自然滤子 Fn = σ(X0, . . . , Xn)。
例 6.1

1. 设 ξ1, ξ2, . . . 独立可积，与 F0 独立，Fn = σ(F0, ξ1, . . . , ξn)。若 Eξk = 0，则 Sn = S0 + ξ1 + · · · + ξn

（S0 ∈ L1(F0)）是鞅；若 Eξk ≤ 0，是上鞅。若还有 ξk ∈ L2，Eξk = 0，Var ξk = σ2，则 S2
n − nσ2 是鞅。

2. 若 ξk ≥ 0 独立且 Eξk = 1，则
∏
k≤n ξk 是鞅。

3.（闭鞅）若 Z ∈ L1，则 Xn = E[Z | Fn] 是鞅（塔性质）。
4. 若X 是鞅，φ凸且 φ(Xn) ∈ L1，则 φ(Xn) 是下鞅（条件 Jensen 不等式）；若X 是下鞅且 φ凸不减，结论

同样成立。特别地 |Xn|、X+
n 与（当 Xn ∈ L2 时）X2

n 是下鞅。

定义 6.2 (鞅变换)

♣
设 X 适应，H 可料。定义 (H ·X)0 = 0，(H ·X)n =

∑n
k=1Hk(Xk −Xk−1)。

命题 6.3

♠若 X 是鞅（上鞅），H 可料、有界（且非负），则H ·X 是鞅（上鞅）。

证明 E[(H ·X)n+1 − (H ·X)n | Fn] = Hn+1E[Xn+1 −Xn | Fn]，它 = 0（相应地 ≤ 0）。

这就是“没有赌博策略能战胜公平博弈”：Hk 是第 k 局的下注额，只能依赖于前 k − 1 局的信息。

命题 6.4 (Doob分解)

♠

设X 是适应可积过程。则X 唯一地分解为Xn = X0+Mn+An，其中M 是鞅，M0 = 0，A可料，A0 = 0。

X 是下鞅当且仅当 A不减。

证明 必然有 An −An−1 = E[Xn −Xn−1 | Fn−1]，这同时给出存在性与唯一性。

若M 是M0 = 0 的平方可积鞅，M2 的 Doob 分解中的可料不减过程记为 〈M〉n =
∑n
k=1 E[(Mk −Mk−1)

2 |
Fk−1]，它使M2 − 〈M〉 成为鞅。这是第 11 章二次变差的离散类比。



6.2 停时与可选停止

6.2 停时与可选停止

定义 6.5

♣

随机变量 T : Ω → N ∪ {∞} 称为（关于 (Fn) 的）停时，若对一切 n ∈ N，{T = n} ∈ Fn（等价地

{T ≤ n} ∈ Fn）。停时前的 σ-代数为

FT = {A ∈ F∞ : A ∩ {T = n} ∈ Fn, ∀n ∈ N}.

例如，若 X 适应，B 可测，则首中时 TB = inf{n ≥ 0 : Xn ∈ B}（inf ∅ = ∞）是停时。常数是停时。

命题 6.6

♠

设 S, T 为停时。

1. S ∧ T，S ∨ T，S + T 是停时；T 是 FT -可测的。

2. 若 S ≤ T，则 FS ⊂ FT。一般地 FS∧T = FS ∩ FT，且 {S ≤ T} ∈ FS∧T。
3. 若 X 适应，则 XT1{T<∞} 是 FT -可测的；若 X∞ 是 F∞-可测的，则 XT 是 FT -可测的。

证明 (1) {S∧T ≤ n} = {S ≤ n}∪{T ≤ n}等；{S+T = n} =
⋃
k≤n{S = k, T = n−k}。{T = m}∩{T = n} ∈ Fn。

(2)若A ∈ FS，A∩{T = n} =
⋃
k≤n(A∩{S = k})∩{T = n} ∈ Fn。由此FS∧T ⊂ FS∩FT；反之若A ∈ FS∩FT，

A ∩ {S ∧ T ≤ n} = (A ∩ {S ≤ n}) ∪ (A ∩ {T ≤ n}) ∈ Fn。{S ≤ T} ∩ {S ∧ T = n} = {S = n} ∩ {T ≥ n} ∈ Fn。
(3) {XT ∈ B} ∩ {T = n} = {Xn ∈ B} ∩ {T = n} ∈ Fn。

对过程 X 与停时 T，停止过程 XT
n = XT∧n。由于 XT = X0 +H ·X，其中 Hk = 1{T≥k} = 1− 1{T≤k−1}

可料，由命题 6.3，鞅（上鞅）的停止过程是鞅（上鞅）。

定理 6.7 (有界停时的可选停止定理)

♥

设 X 为鞅（上鞅），S ≤ T ≤ N 为有界停时。则 XT ∈ L1 且 E[XT | FS ] = XS（相应地 ≤ XS）。特别地

E[XT ] = E[X0]（相应地 ≤）。

证明 |XT | ≤
∑
k≤N |Xk|可积。先证 E[XT ] = E[XS ]（≤）：XT −XS =

∑N
k=1 1{S<k≤T}(Xk−Xk−1) = (H ·X)N，

Hk = 1{S<k≤T} = 1{S≤k−1}1{T≤k−1}c 可料、非负、有界，用命题 6.3。对 A ∈ FS，SA = S1A + N1Ac 与

TA = T1A + N1Ac 是停时（{SA ≤ n} = (A ∩ {S ≤ n}) ∪ (Ac ∩ {N ≤ n})，并注意 A ∈ FS ⊂ FT），且
SA ≤ TA ≤ N。于是 E[XTA ] = E[XSA ]（≤），即 E[XT1A] = E[XS1A]（≤）。由于XS 是 FS-可测的，结论得证
（对上鞅，令 A = {E[XT |FS ] > XS}）。

6.3 最大不等式与几乎必然收敛

定理 6.8 (Doob最大不等式)

♥

设 X 为下鞅，λ > 0，X∗
n = maxk≤nXk。则

λP(X∗
n ≥ λ) ≤ E[Xn1{X∗

n≥λ}] ≤ E[X+
n ].

若 X 是鞅或非负下鞅，则 λP(maxk≤n|Xk| ≥ λ) ≤ E|Xn|。

证明 令 T = inf{k : Xk ≥ λ} ∧ n。由定理 6.7（下鞅版本，T ≤ n），E[Xn] ≥ E[XT ] = E[XT1{X∗
n≥λ}] +

E[Xn1{X∗
n<λ}] ≥ λP(X∗

n ≥ λ) + E[Xn1{X∗
n<λ}]。第二个论断把第一个用于下鞅 |Xn|。

对实数列 (xn) 与 a < b，定义 x0, . . . , xn 对 [a, b] 的上穿次数 Un[a, b] 为满足以下条件的最大整数 k：存在
0 ≤ s1 < t1 < s2 < t2 < · · · < sk < tk ≤ n，xsi ≤ a，xti ≥ b。记 U∞[a, b] = limn ↑ Un[a, b]。
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6.4 Lp 有界的鞅

引理 6.9

♥
实数列 (xn) 在 [−∞,∞] 中收敛，当且仅当对一切有理数 a < b，U∞[a, b] <∞。

证明 若 lim inf xn < a < b < lim supxn，则 U∞[a, b] = ∞；反之若 U∞[a, b] = ∞，则 lim inf xn ≤ a < b ≤
lim supxn。

定理 6.10 (Doob上穿不等式)

♥

设 X 为上鞅，a < b。则

(b− a)E[Un[a, b]] ≤ E[(Xn − a)−].

特别地，若 X ≥ 0，则 E[Un[a, b]] ≤ a/(b− a)。

证明 定义可料过程 H：令 τ0 = 0，σk = inf{m ≥ τk−1 : Xm ≤ a}，τk = inf{m ≥ σk : Xm ≥ b}，它们
都是停时；令 Hm =

∑
k 1{σk<m≤τk}（取值于 {0, 1}，可料）。在时刻 n，(H · X)n 是 Un[a, b] 个完整上穿的

增量（每个 ≥ b − a）加上可能存在的最后一段未完成上穿的增量 Xn − Xσk
≥ Xn − a ≥ −(Xn − a)−。故

(H ·X)n ≥ (b− a)Un[a, b]− (Xn − a)−。由命题 6.3，E[(H ·X)n] ≤ 0。

定理 6.11 (鞅收敛定理)

♥

设 X 为上鞅且 supn E[X−
n ] <∞（等价地 supn E|Xn| <∞，因为 EX+

n = EXn + EX−
n ≤ EX0 + EX−

n ）。

则 Xn a.s. 收敛到某个 X∞ ∈ L1。对下鞅（条件为 supn EX+
n < ∞）与鞅（条件为 supn E|Xn| < ∞）同

样成立。特别地，非负上鞅 a.s. 收敛，且 E[X∞ | Fn] ≤ Xn。

证明 由定理 6.10 与单调收敛，E[U∞[a, b]] ≤ supn E[(Xn − a)−]/(b − a) ≤ (supn EX−
n + |a|)/(b − a) < ∞，

故对一切有理 a < b，U∞[a, b] < ∞ a.s.。由引理 6.9，Xn a.s. 在 [−∞,∞] 中收敛；由 Fatou 引理 E|X∞| ≤
lim inf E|Xn| <∞，故X∞有限 a.s.。下鞅情形考虑−X。非负上鞅的最后一个论断由条件 Fatou引理：E[X∞|Fn] ≤
lim infm E[Xm|Fn] ≤ Xn。

注 L1 有界不足以保证 L1 收敛：在例 6.1(2) 中取 P(ξk = 0) = P(ξk = 2) = 1
2，则 Xn =

∏
k≤n ξk → 0 a.s.，但

EXn = 1。

6.4 Lp有界的鞅

定理 6.12 (Doob Lp 不等式)

♥

设 X 为鞅或非负下鞅，p > 1。则

E
[
max
k≤n

|Xk|p
]
≤
( p

p− 1

)p
E[|Xn|p].

证明 记 Y = maxk≤n|Xk|，Z = |Xn|。由定理 6.8（用于非负下鞅 |X|），λP(Y ≥ λ) ≤ E[Z1{Y≥λ}]。乘以 pλp−2

并对 λ ∈ (0,∞)积分（Fubini）：

E[Y p] =
∫ ∞

0

pλp−1P(Y ≥ λ)dλ ≤
∫ ∞

0

pλp−2E[Z1{Y≥λ}]dλ =
p

p− 1
E[ZY p−1] ≤ p

p− 1
‖Z‖p‖Y ‖p−1

p .

由于 Y ≤
∑
k≤n|Xk| ∈ Lp（若 EZp = ∞无需证明），‖Y ‖p <∞，两边除以 ‖Y ‖p−1

p 即可。

定理 6.13

♥

设 X 为鞅，p > 1，supn E|Xn|p < ∞。则 Xn → X∞ a.s. 且于 Lp，E[supn|Xn|p] ≤ ( p
p−1 )

pE|X∞|p，且

Xn = E[X∞ | Fn]。

证明 由定理 6.11，Xn → X∞ a.s.。由定理 6.12与单调收敛，supn|Xn| ∈ Lp，由控制收敛得 Lp 收敛与最大不
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6.5 一致可积鞅与可选停止

等式。最后，对 A ∈ Fn，E[X∞1A] = limm E[Xm1A] = E[Xn1A]。

对平方可积鞅，增量 Xk −Xk−1 在 L2 中两两正交，故 E[X2
n] = E[X2

0 ] +
∑
k≤n E[(Xk −Xk−1)

2]，于是 X

在 L2 中有界当且仅当
∑
k E[(Xk −Xk−1)

2] <∞。

推论 6.14 (随机级数)

♥
设 ξn 独立，Eξn = 0，

∑
n E[ξ2n] <∞。则

∑
n ξn a.s. 且于 L2 收敛。

6.5 一致可积鞅与可选停止

定理 6.15

♥

对鞅 X，以下等价：(1) X 一致可积；(2) Xn a.s. 且于 L1 收敛；(3) 存在 Z ∈ L1 使 Xn = E[Z | Fn] 对一

切 n成立。此时 X∞ = limXn = E[Z | F∞]。

证明 (1)⇒(2)：UI族 L1 有界，由定理 6.11 a.s.收敛，再由 Vitali定理 4.5得 L1 收敛。(2)⇒(3)：Z = X∞，对

A ∈ Fn，E[X∞1A] = limm E[Xm1A] = E[Xn1A]。(3)⇒(1)：命题 5.4。最后，E[X∞1A] = E[Z1A]对 A ∈
⋃
n Fn

成立，后者是生成 F∞ 的 π-系，由 λ-系论证（对 Z± 等分别考虑有限测度）对一切 A ∈ F∞ 成立；而 X∞ 是

F∞-可测的。

推论 6.16 (Lévy上升定理)

♥
若 Z ∈ L1，则 E[Z | Fn] → E[Z | F∞] a.s. 且于 L1。特别地，若 A ∈ F∞，则 P(A | Fn) → 1A a.s.

定理 6.17 (一致可积鞅的可选停止定理)

♥

设X 为一致可积鞅，X∞ = limXn。则对任意停时 T，XT ∈ L1 且XT = E[X∞ | FT ]；若 S ≤ T 为停时，

则 E[XT | FS ] = XS。

证明 对 A ∈ FT，E[X∞1A∩{T=n}] = E[Xn1A∩{T=n}] = E[XT1A∩{T=n}]（n ∈ N ∪ {∞}），求和得 E[X∞1A] =

E[XT1A]。由于 |XT |1{T=n} ≤ E[|X∞||Fn]1{T=n}，得 E|XT | ≤ E|X∞|（求和交换由单调收敛保证）。XT 是

FT -可测的，故 XT = E[X∞|FT ]。第二个论断由塔性质与 FS ⊂ FT。

定理 6.18 (非负上鞅的可选停止定理)

♥
设X 为非负上鞅，X∞ = limXn（定理 6.11）。则对停时 S ≤ T，E[XT | FS ] ≤ XS。特别地E[XT ] ≤ E[X0]。

证明 对 A ∈ FS 与 n ∈ N，由定理 6.7（停时 S ∧ n ≤ T ∧ n，A ∩ {S ≤ n} ∈ FS∧n），E[XT∧n1A∩{S≤n}] ≤
E[XS∧n1A∩{S≤n}] = E[XS1A∩{S≤n}]。左边 ≥ E[XT1A∩{T≤n}]。令 n→ ∞（单调收敛）得 E[XT1A∩{T<∞}] ≤
E[XS1A∩{S<∞}]。在 {S = ∞}上 XT = XS = X∞。合并得 E[XT1A] ≤ E[XS1A]。

例 6.2 (赌徒破产) 设Sn = k+ξ1+· · ·+ξn，ξi独立同分布，P(ξi = ±1) = 1
2，0 < k < N，T = inf{n : Sn ∈ {0, N}}。

由 Borel–Cantelli 可知 T <∞ a.s.（任何连续N 步都向上的概率为 2−N，不相交的长N 的区间段是独立的）。停
止鞅 ST 有界，因而一致可积，于是 E[ST ] = k，即 P(ST = N) = k/N。再对鞅 S2

n − n用有界停时 T ∧ n并令
n→ ∞（单调收敛与控制收敛），得 E[T ] = k(N − k)。

29



6.6 反向鞅

6.6 反向鞅

定义 6.19

♣

设 (Gn)n≤0 是以非正整数为指标的递增子 σ-代数族（即 G−1 ⊃ G−2 ⊃ · · · 向过去递减），记 G−∞ =
⋂
n Gn。

适应可积过程 (Xn)n≤0 若满足 E[Xn+1 | Gn] = Xn（n ≤ −1），称为反向鞅。

定理 6.20

♥
反向鞅 (Xn)n≤0 在 n→ −∞ 时 a.s. 且于 L1 收敛到 X−∞ = E[X0 | G−∞]。

证明 Xn = E[X0 | Gn]，由命题 5.4，(Xn)一致可积。对固定的 N，(X−N+k)0≤k≤N 是关于 (G−N+k)的鞅，它

当然也是上鞅，由定理 6.10，其对 [a, b]的上穿次数 U (N)满足 (b− a)E[U (N)] ≤ E[(X0 − a)−] ≤ E|X0|+ |a|，而
U (N)随N 递增，其极限是序列X0, X−1, X−2, . . . 的“反向”穿越次数。令N → ∞，可知Xn当 n→ −∞时对
每个有理区间只有有限次穿越，由引理 6.9 a.s.收敛到某个X−∞（L

1有界保证有限）。由 Vitali定理，收敛也在
L1中。X−∞关于每个 Gn可测，因而关于 G−∞可测；对 A ∈ G−∞ ⊂ Gn，E[X01A] = E[Xn1A] → E[X−∞1A]。

定理 6.21 (强大数定律，鞅证明)

♥
设 (ξn)n≥1 独立同分布可积，Sn = ξ1 + · · ·+ ξn。则 Sn/n→ Eξ1 a.s. 且于 L1。

证明 令G−n = σ(Sn, Sn+1, . . . ) = σ(Sn, ξn+1, ξn+2, . . . )。由对称性，对 k ≤ n，(ξk, Sn, ξn+1, . . . )与 (ξ1, Sn, ξn+1, . . . )

同分布，故 E[ξk | G−n] = E[ξ1 | G−n]（条件期望由联合分布决定，见 Doob–Dynkin 引理）。对 k 求和得

E[ξ1 | G−n] = Sn/n。故 (Sn/n)是反向鞅（指标 −n），由定理 6.20 a.s.且于 L1收敛到某个 L。L = lim supSn/n

关于 (ξn)的尾 σ-代数可测，由 Kolmogorov 0-1律它 a.s.为常数，而 EL = limE[Sn/n] = Eξ1。
注 证明中“由对称性”一步的细节：若 (U, V )

(d)
= (U ′, V )，U,U ′ ∈ L1，则E[U | V ] = E[U ′ | V ]。确实，E[U1{V ∈B}] =

E[U ′1{V ∈B}]。这里 V = (Sn, ξn+1, . . . ) 取值于 RN。

6.7 若干应用

命题 6.22 (Wald恒等式)

♠

设 ξ1, ξ2, . . . 独立同分布可积，Sn = ξ1 + · · · + ξn，Fn = σ(ξ1, . . . , ξn)，T 是满足 ET < ∞ 的停时。则

E[ST ] = E[T ]E[ξ1]。若还有 Eξ1 = 0，Eξ21 = σ2 <∞，则 E[S2
T ] = σ2E[T ]。

证明 记 m = Eξ1。Sn − nm 是鞅，由定理 6.7，E[ST∧n] = mE[T ∧ n]。由于 {T ≥ k} ∈ Fk−1 与 ξk 独立，

E[
∑
k≤T |ξk|] =

∑
k E[|ξk|1{T≥k}] = E|ξ1|E[T ] <∞，而 |ST∧n| ≤

∑
k≤T |ξk|，由控制收敛令 n→ ∞即得第一个

等式。第二个：S2
n − nσ2是鞅，故 E[S2

T∧n] = σ2E[T ∧ n] ≤ σ2ET。于是 ST 是 L2有界鞅，由定理 6.13它于 L2

收敛到 ST，令 n→ ∞即得。

定理 6.23 (Azuma–Hoeffding不等式)

♥

设M 是鞅，|Mk −Mk−1| ≤ ck（常数）。则对 x > 0，

P(Mn −M0 ≥ x) ≤ exp
(
− x2

2
∑
k≤n c

2
k

)
.

证明 若 E[Y | G] = 0且 |Y | ≤ c，则由 y 7→ eλy 在 [−c, c]上的凸性，eλY ≤ c−Y
2c e−λc + c+Y

2c eλc，取条件期望得

E[eλY | G] ≤ cosh(λc) ≤ eλ
2c2/2（逐项比较幂级数）。对 Y =Mk−Mk−1，G = Fk−1用这一估计并归纳（塔性质），

E[eλ(Mn−M0)] ≤ exp(λ
2

2

∑
k c

2
k)。由Markov不等式，P(Mn −M0 ≥ x) ≤ exp(−λx+ λ2

2

∑
c2k)，取 λ = x/

∑
c2k。
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6.7 若干应用

定理 6.24 (鞅中心极限定理)

♥

设Mn =
∑
k≤n ξk 是鞅（M0 = 0），|ξk| ≤ c，且 1

n

∑
k≤n E[ξ2k | Fk−1]

P−−→ σ2（常数）。则Mn/
√
n

(d)−−−→
N (0, σ2)。

证明 固定 u ∈ R，令 ϕn,k = E[eiuξk/
√
n | Fk−1]，Pn =

∏
k≤n ϕn,k。由 Taylor展开（引理 4.16）与 E[ξk|Fk−1] = 0，

ϕn,k = 1 − u2

2nVk + rn,k，Vk = E[ξ2k|Fk−1] ≤ c2，|rn,k| ≤ |u|3c3
6n3/2。对 n 充分大，|ϕn,k − 1| ≤ 1

2，取主值对数，

log ϕn,k = −u2

2nVk +O(n−3/2)（一致），故

Pn = exp
(
− u2

2
· 1
n

∑
k≤n

Vk +O(n−1/2)
)

P−−→ L := e−u
2σ2/2, |Pn| ≥ δ > 0.

由于 Pn 关于 Fn−1 可测，E[eiuMn/
√
n/Pn | Fn−1] = eiuMn−1/

√
n/Pn−1（这里 Pn−1 指同一个 n下前 n − 1个因

子之积），归纳得 E[eiuMn/
√
n/Pn] = 1。于是

|E[eiuMn/
√
n]− L| =

∣∣∣E[eiuMn/
√
n

Pn
(Pn − L)

]∣∣∣ ≤ δ−1E|Pn − L| → 0

（控制收敛：|Pn − L| ≤ 2）。由 Lévy定理 4.11得证。
例 6.3 (Pólya罐子) 罐中开始有一红一黑两个球。每次随机摸出一球，放回并再放入一个同色球。设 Rn 为 n次
摸球后红球数，Xn = Rn/(n+ 2)。则 E[Rn+1 | Fn] = Rn + Rn

n+2，故 E[Xn+1 | Fn] = Xn：X 是取值于 [0, 1] 的
鞅，a.s. 收敛到某个X∞。前 n次中在指定的 k次摸到红球的概率为 k!(n−k)!

(n+1)! （分子分母逐次相乘），与顺序无关，
故 P(Rn = k + 1) =

(
n
k

)k!(n−k)!
(n+1)! = 1

n+1，k = 0, . . . , n。Xn 在 { 1
n+2 , . . . ,

n+1
n+2} 上均匀分布，由定理 4.8(6)，X∞

服从 [0, 1] 上的均匀分布。

定理 6.25 (Kakutani)

♥

设 Y1, Y2, . . . 为独立非负随机变量，EYk = 1，Mn =
∏
k≤n Yk，ak = E

√
Yk ∈ (0, 1]。若

∏
k ak > 0，则

M 是一致可积鞅，EM∞ = 1；若
∏
k ak = 0，则M∞ = 0 a.s.

证明 ak > 0，否则 Yk = 0 a.s.；ak ≤ 1 由 Jensen。Nn =
∏
k≤n

√
Yk/ak 是非负鞅，EN2

n =
∏
k≤n a

−2
k 。若∏

ak =: a > 0，则 N 是 L2 有界鞅，由 Doob不等式 E[supnN2
n] ≤ 4a−2，而Mn = N2

n

∏
k≤n a

2
k ≤ supmN

2
m，

由命题 4.4 一致可积，故于 L1 收敛，EM∞ = 1。若
∏
ak = 0，Nn a.s. 收敛到有限极限（定理 6.11），于是

√
Mn = Nn

∏
k≤n ak → 0。

注 Kakutani 定理的一个推论是无穷乘积测度的“二分律”：设 µk, νk 是等价的概率测度，则
⊗
νk 与

⊗
µk 要么等

价（当
∏
k

∫ √
dνk/dµk dµk > 0），要么相互奇异。取 Yk = dνk

dµk
(ξk) 即可看出这一点。

定理 6.26 (Kolmogorov三级数定理)

♥

设 (Xn) 为独立实随机变量，A > 0，Yn = Xn1{|Xn|≤A}。则
∑
nXn a.s. 收敛，当且仅当以下三个级数都

收敛：

(i)
∑
n

P(|Xn| > A), (ii)
∑
n

E[Yn], (iii)
∑
n

Var(Yn).

证明 充分性。由 (iii)与推论 6.14，
∑

(Yn −EYn) a.s.收敛，结合 (ii)得
∑
Yn收敛；由 (i)与 Borel–Cantelli，a.s.

只有有限个 n使 Xn 6= Yn。

必要性。设
∑
Xn a.s.收敛，则Xn → 0，a.s.只有有限个 n使 |Xn| > A；由 Borel–Cantelli第二引理（独立

性），(i)成立，从而
∑
Yn也 a.s.收敛。为证 (iii)，取 (Y ′

n)为 (Yn)的独立副本（在乘积空间上），Zn = Yn − Y ′
n：

独立、对称、|Zn| ≤ 2A，
∑
Zn a.s. 收敛，VarZn = 2VarYn。令 Rn =

∑
k≤n Zk，Vn =

∑
k≤nVarZk，则

R2
n − Vn 是鞅。由于 supn|Rn| < ∞ a.s.，可取 L 使 T = inf{n : |Rn| > L} 满足 P(T = ∞) > 0。由可选停

止，E[VT∧n] = E[R2
T∧n] ≤ (L + 2A)2，而 VT∧n ≥ Vn1{T=∞}，故 Vn ≤ (L + 2A)2/P(T = ∞)，即 (iii)。于是∑

(Yn − EYn)收敛（推论 6.14），与
∑
Yn 收敛相减得 (ii)。
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6.7 若干应用

命题 6.27

♠

设M 是鞅，|Mn −Mn−1| ≤ c。则 a.s. 要么 limMn 存在且有限，要么 lim supMn = +∞ 且 lim infMn =

−∞。

证明 不妨M0 = 0。对 a > 0，令 Ta = inf{n : Mn ≤ −a}。停止鞅MTa ≥ −a − c，由定理 6.11 a.s.收敛。在
{Ta = ∞}上M = MTa，而

⋃
a{Ta = ∞} = {infnMn > −∞}。故在 {lim infMn > −∞}上M 收敛；对 −M

同理。

推论 6.28 (条件 Borel–Cantelli引理)

♥
设 An ∈ Fn。则 a.s. {An 发生无穷多次} = {

∑
n P(An | Fn−1) = ∞}。

证明 Mn =
∑
k≤n(1Ak

− P(Ak|Fk−1))是增量有界的鞅。在M 收敛的事件上，
∑

1Ak
与
∑

P(Ak|Fk−1)同为有

限或同为无穷；在M 振荡的事件上，两者都为无穷（lim supM = +∞迫使
∑

1Ak
= ∞，lim infM = −∞迫

使
∑

P(Ak|Fk−1) = ∞）。
当 An 独立时，这就是 Borel–Cantelli 引理 3.6 的两个部分。

定义 6.29

♣
实随机变量序列 (Xn)n≥1 称为可交换的，若对每个只移动有限多个指标的置换 ρ，(Xρ(n))n

(d)
= (Xn)n。

独立同分布序列是可交换的；Pólya 罐子中“第 n 次摸到红球”的示性函数序列也是（例 6.3 中的计算表明其
有限维分布只依赖于红球个数）。

定理 6.30 (de Finetti)

♥

设 (Xn) 可交换。则存在随机概率测度 Λ（即从 (Ω, E) 到 R 的转移核，E 为下面定义的可交换 σ-代数），

使对一切m与有界可测 f1, . . . , fm，

E
[ m∏
j=1

fj(Xj)
∣∣∣ E] = m∏

j=1

∫
fjdΛ.

即：给定 E，(Xn) 条件独立同分布，条件分布为 Λ。

证明 令G−n = σ
(
h(X1, . . . , Xn), Xn+1, Xn+2, · · · : h为对称可测函数

)
，它由随机元Zn = (X(1), . . . , X(n), Xn+1, . . . )

（前 n项的顺序统计量与其余各项）生成，递减；令 E =
⋂
n G−n。设m ≤ n，i1, . . . , im ≤ n互不相同。交换指

标的置换不改变 Zn，故 (Xi1 , . . . , Xim , Zn)
(d)
= (X1, . . . , Xm, Zn)，从而（如定理 6.21后的注）

E
[∏

j

fj(Xj)
∣∣∣ G−n

]
=

(n−m)!

n!

∑
i1,...,im 互异

∏
j

fj(Xij ).

由定理 6.20，左边 a.s.收敛到 E[
∏
j fj(Xj) | E ]。右边与

∏
j

(
1
n

∑
i≤n fj(Xi)

)
之差不超过 Cm

∏
j‖fj‖∞/n（有重

复指标的项只占 O(nm−1)个），而 m = 1的情形说明 1
n

∑
i≤n f(Xi) → E[f(X1) | E ] a.s.。故 E[

∏
j fj(Xj)|E ] =∏

j E[fj(X1)|E ]。最后由定理 5.9（取X = id : (Ω, E) → (Ω, E)，Y = X1），存在转移核Λ使 E[f(X1) | E ] =
∫
fdΛ

a.s.
例如对 Pólya 罐子，Λ = B(X∞)（以极限比例 X∞ 为参数的 Bernoulli 分布）：给定 X∞，各次摸球条件独

立。
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第 7章 可数状态空间上的马尔可夫链

马尔可夫性说的是：在预测未来时，已知现在之后，过去不提供额外信息。本章研究可数状态空间上的离散
时间马氏链：典范构造与（强）马氏性、状态分类、不变测度、遍历定理与收敛到平衡，以及马氏链与鞅、调和
函数之间的联系。下一章将在此基础上发展位势理论与边界理论。

在本章与下一章中，E 总表示一个可数集，配离散 σ-代数（E 上的一切函数都可测，E 作为离散度量空间
是 Polish 空间）。

7.1 转移矩阵与马氏链

定义 7.1

♣

E上的转移矩阵（随机矩阵）是Q = (Q(x, y))x,y∈E，Q(x, y) ≥ 0，
∑
y Q(x, y) = 1。若只要求

∑
y Q(x, y) ≤

1，称为次随机矩阵。

矩阵乘积 Q1Q2(x, y) =
∑
z Q1(x, z)Q2(z, y) 仍是转移矩阵；Q0 = I，Qn 为 n 次幂。对非负（或有界）函

数 f 记 Qf(x) =
∑
y Q(x, y)f(y)；对 E 上的测度 µ记 µQ(y) =

∑
x µ(x)Q(x, y)。

定义 7.2

♣

设 (Fn) 为滤子，(Xn) 是取值于 E 的适应过程，µ为 E 上的概率测度。称 (Xn) 为以 µ为初始分布、Q为

转移矩阵的（(Fn)-）马氏链，若 X0 ∼ µ，且对一切 n ∈ N 与 y ∈ E，

P(Xn+1 = y | Fn) = Q(Xn, y) a.s.

若未指明滤子，取自然滤子。

命题 7.3

♠

(1) 若 (Xn) 是 (Fn)-马氏链，则对非负 f 与m ≥ 0，E[f(Xn+m) | Fn] = Qmf(Xn)，且

P(X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn) = µ(x0)Q(x0, x1) · · ·Q(xn−1, xn). (7.1)

(2) 反之，若 (7.1) 对一切 n与 x0, . . . , xn 成立，则 (Xn) 是（关于自然滤子的）马氏链。因此马氏链的分

布（作为 EN 上的测度）由 µ与 Q唯一决定。

证明 (1) E[f(Xn+1) | Fn] =
∑
y f(y)Q(Xn, y) = Qf(Xn)；对 m 归纳并用塔性质。(7.1) 对 n 归纳：P(X0 =

x0, . . . , Xn+1 = xn+1) = E[1{X0=x0,...,Xn=xn}Q(Xn, xn+1)]。(2) 由 (7.1)，对 A = {X0 = x0, . . . , Xn = xn}，
P(A ∩ {Xn+1 = y}) = P(A)Q(xn, y) = E[1AQ(Xn, y)]。这样的 A生成 σ(X0, . . . , Xn)且每个元素是它们的可数

不交并。最后一个论断由 π-λ定理（柱集构成 π-系）。
例 7.1

1. 若 X0, ξ1, ξ2, . . . 独立，ξi 取值于空间 F，ϕ : E × F → E，则 Xn+1 = ϕ(Xn, ξn+1) 是马氏链，Q(x, y) =

P(ϕ(x, ξ1) = y)（由冻结引理 5.5）。任何转移矩阵都可如此实现：把 E 编号并取 ξi 为均匀分布，ϕ(x, u) 为
Q(x, ·) 的广义逆在 u处的值。

2. Zd 上的随机游走：Xn = X0 + ξ1 + · · ·+ ξn，ξi 独立同分布于 ν，Q(x, y) = ν(y− x)。ν 为 {±e1, . . . ,±ed}
上均匀分布时称为简单随机游走。

3. 图上的随机游走：E是局部有限图的顶点集，Q(x, y) = 1{x∼y}/ deg(x)。测度µ(x) = deg(x)满足µ(x)Q(x, y) =

µ(y)Q(y, x)。
4. Galton–Watson 分支过程：设 ν为N上的概率测度（后代分布），(ξn,j)独立同分布于 ν。令Zn+1 =

∑Zn

j=1 ξn,j。
(Zn) 是 N 上的马氏链，Q(k, ·) = ν∗k，0 是吸收态。



7.2 典范马氏链与马氏性

5. 生灭链：E = N，Q(k, k + 1) = pk，Q(k, k − 1) = qk，Q(k, k) = rk，pk + qk + rk = 1，q0 = 0。

7.2 典范马氏链与马氏性
令 Ω = EN，Xn(ω) = ωn 为坐标映射，F = σ(Xn, n ≥ 0) 为乘积 σ-代数，Fn = σ(X0, . . . , Xn)。平移算子

θk : Ω → Ω 定义为 θk(ω) = (ωk+n)n≥0，即 Xn ◦ θk = Xn+k；它是可测的。

定理 7.4

♥

对每个转移矩阵 Q 与 x ∈ E，存在 (Ω,F) 上唯一的概率测度 Px，使得在 Px 下坐标过程 (Xn) 是从 x 出

发、转移矩阵为 Q的马氏链。对 E 上的概率测度 µ，令 Pµ =
∑
x µ(x)Px，在 Pµ 下 (Xn) 是初始分布为

µ的马氏链。

证明 对 J = {0, 1, . . . , n}令 µJ(x0, . . . , xn) = 1{x0=x}Q(x0, x1) · · ·Q(xn−1, xn)。由
∑
xn+1

Q(xn, xn+1) = 1，这

族测度相容（对一般有限 J，取 {0, . . . ,max J}上的测度的边缘）。由 Kolmogorov扩张定理 3.11得 Px；由命题
7.3(2)，坐标过程是马氏链；唯一性亦由该命题。

由命题 7.3，任何（定义在任何概率空间上的）初始分布为 µ的 Q-马氏链的分布都是 Pµ。因此下面关于典
范链的结论都可以转移到一般的马氏链上。我们用 Ex、Eµ 表示相应的期望。

定理 7.5 (马氏性)

♥

设 F : Ω → [0,∞] 是 F-可测的，µ为初始分布，n ≥ 0。则

Eµ[F ◦ θn | Fn] = EXn
[F ] a.s.,

其中右边表示函数 x 7→ Ex[F ] 在 Xn 处的值。换言之，在 Pµ 下给定 Fn 时，(Xn+k)k≥0 的条件分布是

PXn
。

证明 设 F = 1{X0=y0,...,Xm=ym}，A = {X0 = x0, . . . , Xn = xn}。由 (7.1)，

Eµ[1AF ◦ θn] = µ(x0)
∏
i<n

Q(xi, xi+1)1{xn=y0}
∏
j<m

Q(yj , yj+1) = Eµ[1AEXn
[F ]].

这样的 A的可数不交并给出 Fn 的全部元素，故等式对 A ∈ Fn 成立。满足结论的有界 F 构成向量空间，对单

调有界极限封闭，且包含柱集的示性函数（π-系），由定理 1.8对一切有界 F-可测 F 成立；对非负 F 由单调收

敛。（x 7→ Ex[F ]的可测性是平凡的，因为 E 可数。）

定理 7.6 (强马氏性)

♥

设 T 为 (Fn)-停时，F 如上。则

Eµ[1{T<∞}F ◦ θT | FT ] = 1{T<∞}EXT
[F ] a.s.,

其中 θT (ω) = θT (ω)(ω) 在 {T < ∞} 上定义。特别地，在 Pµ(· | T < ∞) 下（若 Pµ(T < ∞) > 0），

(XT+k)k≥0 的条件分布在给定 FT 时是 PXT
；若 XT = y a.s. 于 {T <∞}，则 (XT+k)k 在 Pµ(· | T <∞)

下服从 Py 且与 FT 独立。

证明 对 A ∈ FT，A ∩ {T = n} ∈ Fn，由马氏性，Eµ[1A∩{T=n}F ◦ θn] = Eµ[1A∩{T=n}EXn
[F ]]。对 n求和。右

边是 FT -可测的（命题 6.6(3)）。

7.3 状态的分类
对 y ∈ E 定义

Hy = inf{n ≥ 1 : Xn = y}, Ty = inf{n ≥ 0 : Xn = y}, Ny =
∑
n≥0

1{Xn=y},
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7.3 状态的分类

分别为（严格未来的）首达时、首中时与访问次数。Green 函数（或位势核）为

G(x, y) = Ex[Ny] =
∑
n≥0

Qn(x, y) ∈ [0,∞].

定义 7.7

♣
状态 y 称为常返的，若 Py(Hy <∞) = 1；否则称为暂留的。

命题 7.8

♠

(1) 若 y 常返，则 Py(Ny = ∞) = 1，G(y, y) = ∞。(2) 若 y 暂留，则在 Py 下Ny 服从参数为 Py(Hy <∞)

的几何分布：Py(Ny ≥ k) = Py(Hy <∞)k−1，从而G(y, y) = 1/Py(Hy = ∞) <∞，且对一切 x，Ny <∞
Px-a.s. (3) 对一切 x, y，G(x, y) = Px(Ty <∞)G(y, y)。

证明 对 k ≥ 1，在 {Ny ≥ k} 上（Py 下）第 k 次访问时刻 τk 有限，Ny ◦ θτk = Ny − k + 1。由强马氏性，

Py(Ny ≥ k + 1) = Py(Ny ≥ k)Py(Hy <∞)。由此得 (1)(2)。(3)：Ny = Ny ◦ θTy 于 {Ty <∞}，用强马氏性。
我们说 x通向 y（x→ y），若 Px(Ty <∞) > 0，即存在 n ≥ 0 使 Qn(x, y) > 0。若 x→ y 且 y → x，称 x, y

互通。互通是等价关系，其等价类称为类。若只有一个类，称链不可约。集合 C 称为闭的，若 x ∈ C，x→ y 蕴
含 y ∈ C。

命题 7.9

♠

若 x常返且 x→ y，则 y 常返，y → x，且 Px(Ty <∞) = Py(Tx <∞) = 1。因此常返性是类性质，常返

类是闭的。

证明 设 y 6= x。由强马氏性（于停时 Ty）与命题 7.8(1)，

0 = Px(Nx <∞) ≥ Px(Ty <∞, Tx ◦ θTy
= ∞) = Px(Ty <∞)Py(Tx = ∞),

而 Px(Ty < ∞) > 0，故 Py(Tx < ∞) = 1，特别地 y → x。取 m,n 使 Qm(y, x) > 0，Qn(x, y) > 0，则

G(y, y) ≥
∑
kQ

m(y, x)Qk(x, x)Qn(x, y) = ∞，故 y常返。交换 x, y的角色重复第一步，得 Px(Ty <∞) = 1。

定理 7.10 (分类定理)

♥

E = T ∪
⋃
i∈I Ri（不交并），其中 T 为暂留态全体，Ri 为常返类（闭集）。若 x ∈ Ri，则 Px-a.s. 链永远

停在 Ri 中，且访问 Ri 中每个状态无穷多次。若 x ∈ T，则 Px-a.s. 链要么访问 T 中每个状态有限次且永

远停在 T 中（这要求 T 无限），要么在某个有限时刻进入某个 Ri 并永远停在那里。

证明 第一部分由命题 7.9。若 x ∈ T，由命题 7.8(2)每个暂留态只被访问有限次；若链进入某个 Ri，它永远停

在那里。若 T 有限且链永不离开 T，则某个状态被访问无穷多次，矛盾。

不可约链要么所有状态常返（称链常返），要么所有状态暂留（称链暂留）。

定理 7.11 (Pólya)

♥Zd 上的简单随机游走当 d ≤ 2 时常返，当 d ≥ 3 时暂留。

证明 令 ϕ(θ) = 1
d

∑d
j=1 cos θj，它是一步增量的特征函数：E[ei⟨θ,ξ1⟩] = ϕ(θ)。于是 E0[e

i⟨θ,Xn⟩] = ϕ(θ)n，由∫
[−π,π]d e

i⟨θ,x⟩dθ = (2π)d1{x=0}（x ∈ Zd）与 Fubini，

Qn(0, 0) = (2π)−d
∫
[−π,π]d

ϕ(θ)ndθ.

对 0 < s < 1，
∑
n s

nQn(0, 0) = (2π)−d
∫

dθ
1−sϕ(θ)，令 s ↑ 1，左边由单调收敛趋于 G(0, 0)。

注意 1
1−sϕ ≤ 1

1−ϕ 于 {ϕ ≥ 0}， 1
1−sϕ ≤ 1于 {ϕ < 0}。由 1−cos t ≥ 2t2/π2（|t| ≤ π），1−ϕ(θ) ≥ 2|θ|2

π2d 。若 d ≥ 3，

|θ|−2在 [−π, π]d上可积，由控制收敛 G(0, 0) = (2π)−d
∫

dθ
1−ϕ <∞，游走暂留。若 d ≤ 2，由 1− cos t ≤ t2/2得
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7.4 不变测度

1− ϕ(θ) ≤ |θ|2
2d ，在 {|θ| < 1} ⊂ {ϕ ≥ 0}上由 Fatou引理，G(0, 0) ≥ (2π)−d

∫
|θ|<1

2d
|θ|2 dθ = ∞，游走常返。

7.4 不变测度

定义 7.12

♣

E 上的测度 µ（取值于 [0,∞]，不恒为 0 也不在某点取 ∞）称为不变的，若 µQ = µ。称 µ 可逆，若

µ(x)Q(x, y) = µ(y)Q(y, x) 对一切 x, y 成立；可逆测度是不变的。

若 µ是不变概率测度，则 Pµ 下 (Xn) 是平稳的：(Xn+k)k≥0 在 Pµ 下服从 Pµ。

引理 7.13 (游程分解)

♥

设 x 常返。在 Px 下令 τ0 = 0，τk+1 = inf{n > τk : Xn = x} 为第 k + 1 次返回时刻。则游程 Ek =

(τk+1 − τk, (Xτk+j)0≤j<τk+1−τk)，k ≥ 0，是独立同分布的（取值于可数集
⋃
m≥1{m} × Em）。

证明 Ek = E0 ◦ θτk，且 E0, . . . , Ek−1是 Fτk -可测的，Xτk = x。由强马氏性（定理 7.6的最后一个论断，Px(τk <
∞) = 1由常返性与命题 7.8），Ek 与 Fτk 独立且与 E0 同分布。归纳即得。

定理 7.14

♥

设链不可约常返，x ∈ E。则

µx(y) = Ex
[Hx−1∑
k=0

1{Xk=y}

]
是不变测度，0 < µx(y) <∞ 对一切 y 成立，µx(x) = 1。任何不变测度都是 µx 的常数倍。

证明 不变性。由于 XHx
= X0 = x，µx(y) = Ex[

∑Hx

k=1 1{Xk=y}] =
∑
k≥1 Px(Xk = y,Hx ≥ k)。而 {Hx ≥ k} ∈

Fk−1，由马氏性

Px(Xk = y,Hx ≥ k) =
∑
z

Px(Xk−1 = z,Hx ≥ k)Q(z, y),

对 k ≥ 1求和得 µx(y) =
∑
z µx(z)Q(z, y)（

∑
k≥1 Px(Xk−1 = z,Hx ≥ k) = µx(z)）。

正有限。对任何不变测度 λ与 n，λ(y) ≥ λ(z)Qn(z, y)。由不可约性，λ(x) > 0蕴含 λ(y) > 0，λ(y) = ∞
蕴含 λ(x) = ∞。对 µx，µx(x) = 1，故 0 < µx(y) <∞。

唯一性。设 λ不变，λ(x) = 1。对 y 6= x，反复使用 λ = λQ并把 z = x的项分出：

λ(y) = Q(x, y) +
∑
z1 ̸=x

λ(z1)Q(z1, y) = Q(x, y) +
∑
z1 ̸=x

Q(x, z1)Q(z1, y) +
∑

z1,z2 ̸=x

λ(z2)Q(z2, z1)Q(z1, y) = · · ·

舍去含 λ 的非负项，得 λ(y) ≥
∑n
k=1 Px(Xk = y,Hx ≥ k) → µx(y)。于是 ν = λ − µx ≥ 0 是满足 νQ = ν、

ν(x) = 0的测度，由上一段 ν ≡ 0。

定义 7.15

♣
常返态 x称为正常返的，若 Ex[Hx] <∞；否则称为零常返的。

定理 7.16

♥

设链不可约。

1. 若链常返，则要么所有状态正常返，此时存在唯一的不变概率测度 π，且 π(x) = 1/Ex[Hx]；要么所

有状态零常返，此时不存在不变概率测度（所有不变测度的总质量为 ∞）。

2. 若存在不变概率测度，则链常返（从而正常返）。

证明 (1) µx(E) = Ex[Hx]。由唯一性，所有不变测度总质量同为有限或同为无穷；若有限，π = µx/Ex[Hx]对每
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7.5 遍历定理与收敛到平衡

个 x都是那个唯一的不变概率，取 y = x得 π(x) = 1/Ex[Hx]，所有状态正常返。(2)若链暂留，则 G(x, y) <∞
（命题 7.8(3)），故 Qn(x, y) → 0；由控制收敛，π(y) =

∑
x π(x)Q

n(x, y) → 0，矛盾。

命题 7.17 (时间反转)

♠

设 µ是处处为正的不变测度，令 Q̂(x, y) = µ(y)Q(y, x)/µ(x)。则 Q̂是转移矩阵，µ关于 Q̂不变，Q̂n(x, y) =

µ(y)Qn(y, x)/µ(x)，Ĝ(x, y) = µ(y)G(y, x)/µ(x)；因此 Q̂ 与 Q 同为不可约、常返或暂留。若 π = µ 是

概率测度，则在 Pπ 下，对每个 N，(XN−n)0≤n≤N 是初始分布为 π、转移矩阵为 Q̂的马氏链（逆向链）。

Q̂ = Q当且仅当 µ可逆。

证明
∑
y Q̂(x, y) = µQ(x)/µ(x) = 1；n步公式归纳可得。由 (7.1)，Pπ(XN = y0, XN−1 = y1, . . . , X0 = yN ) =

π(yN )Q(yN , yN−1) · · ·Q(y1, y0) = π(y0)Q̂(y0, y1) · · · Q̂(yN−1, yN )，再用命题 7.3(2)。

命题 7.18 (Kac引理)

♠
设链不可约正常返，π 为不变概率，A ⊂ E 非空。则

∑
x∈A π(x)Ex[HA] = 1。特别地 Ex[Hx] = 1/π(x)。

证明 在 Pπ下链平稳。令 an = Pπ(X0 /∈ A, . . . ,Xn−1 /∈ A)，a0 = 1。由平稳性，Pπ(X0 ∈ A,X1 /∈ A, . . . ,Xn−1 /∈
A) = Pπ(X1, . . . , Xn−1 /∈ A) − Pπ(X0, . . . , Xn−1 /∈ A) = an−1 − an。对 n ≥ 1求和：左边之和为 Eπ[HA;X0 ∈
A] =

∑
x∈A π(x)Ex[HA]，右边之和为 1− lim an = 1− Pπ(TA = ∞) = 1（命题 7.9）。

例 7.2 (Ehrenfest 模型) N 个分子分布在两个容器中，每一步随机选一个分子换到另一侧。左侧分子数 Xn 是
{0, . . . , N}上的马氏链，Q(k, k−1) = k/N，Q(k, k+1) = 1−k/N。二项分布 π(k) =

(
N
k

)
2−N 满足 π(k)Q(k, k+

1) = π(k + 1)Q(k + 1, k)，故是可逆的不变概率；链周期为 2。由 Kac 引理，从 k = 0（所有分子都在右侧）出
发返回 0 的平均时间为 2N——对宏观的 N 这是天文数字，而从 N/2 出发返回的平均时间只有 ∼

√
πN/2。这

解释了“热力学的不可逆性”与“Poincaré 回归”之间的表面矛盾（Kemeny–Snell–Knapp 第 6 章的例子之一）。

7.5 遍历定理与收敛到平衡

定理 7.19 (遍历定理)

♥

设链不可约常返，µ为不变测度，f, g : E → [0,∞) 满足
∫
fdµ < ∞，0 <

∫
gdµ < ∞。则对一切初始分

布，a.s. ∑n
k=0 f(Xk)∑n
k=0 g(Xk)

−→
∫
fdµ∫
gdµ

.

特别地，若链正常返，π 为不变概率，f ∈ L1(π)，则 1
n

∑
k<n f(Xk) →

∫
fdπ a.s.

证明 先设初始状态为 x，并取 µ = µx（比值与 µ的常数倍无关）。令 Fk =
∑
τk≤j<τk+1

f(Xj)，它是游程 Ek的函
数；由引理 7.13，(Fk)独立同分布，Ex[F0] =

∑
y f(y)µx(y) =

∫
fdµx。由强大数定律，

1
m

∑
k<m Fk →

∫
fdµx

a.s.。对 n，令mn 使 τmn
≤ n < τmn+1，mn → ∞。由 f ≥ 0，∑

k<mn

Fk ≤
∑
j≤n

f(Xj) ≤
∑
k≤mn

Fk,

故 1
mn

∑
j≤n f(Xj) →

∫
fdµx；对 g同理，相除即得。对一般初始分布 ν：由命题 7.9，Tx <∞ Pν-a.s.，用强马

氏性于 Tx，前 Tx 项的贡献是有限的，不影响极限（分母→ ∞）。正常返情形取 g = 1，并对 f± 分别应用。

定义 7.20

♣
状态 x的周期是 d(x) = gcd{n ≥ 1 : Qn(x, x) > 0}。若 d(x) = 1，称 x非周期。

若 x, y 互通，则 d(x) = d(y)：若 Qa(x, y) > 0，Qb(y, x) > 0，则 d(x) | a + b，且对 Qn(y, y) > 0 有
d(x) | a+ b+ n，故 d(x) | d(y)，对称地相等。
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7.5 遍历定理与收敛到平衡

引理 7.21

♥

若 S ⊂ N∗ 对加法封闭且 gcdS = 1，则 S 包含所有充分大的整数。因此若 x非周期，则对充分大的 n有

Qn(x, x) > 0；若链不可约非周期，则对任何 x, y，对充分大的 n有 Qn(x, y) > 0。

证明 存在 s1, . . . , sk ∈ S与整数 ci使
∑
cisi = 1。令 s = s1，a =

∑
i|ci|si·s，则 a ∈ S且 a+r =

∑
i(|ci|s+rci)si ∈

S 对 0 ≤ r < s 成立（取 |ci|s + rci ≥ 0）。于是 a, a + 1, . . . , a + s − 1 ∈ S，再加 s 的倍数即得所有 n ≥ a。

{n : Qn(x, x) > 0}对加法封闭。最后 Qm+n(x, y) ≥ Qm(x, y)Qn(y, y)。

定理 7.22 (收敛到平衡)

♥

设链不可约、非周期。

1. 若链正常返，π 为不变概率，则对一切初始分布 ν，
∑
y|Pν(Xn = y)− π(y)| → 0。

2. 若链暂留或零常返，则对一切 x, y，Qn(x, y) → 0。

证明 耦合。令 (Xn, Yn)为 E ×E上转移矩阵为 Q̄((x, y), (x′, y′)) = Q(x, x′)Q(y, y′)的马氏链（两个独立的链），

初始分布 ν ⊗ ν′。由引理 7.21，Q̄n((x, y), (x′, y′)) = Qn(x, x′)Qn(y, y′) > 0对充分大的 n，故乘积链不可约。令

τ = inf{n : Xn = Yn}。定义 Zn = Yn（n < τ），Zn = Xn（n ≥ τ）。(Zn)与 (Yn)同分布：由强马氏性（应用

于乘积链与停时 τ），在 {τ <∞}上给定 Fτ 时，(Xτ+k, Yτ+k)k≥0的条件分布是 PXτ
⊗ PYτ

，而Xτ = Yτ，因此

(Xτ+k)k 与 (Yτ+k)k 给定 Fτ 的条件分布相同；把 (Yk)k<τ 后面接上 (Xτ+k)k 与接上 (Yτ+k)k 得到的过程于是同

分布。因此 ∑
y

|P(Xn = y)− P(Yn = y)| =
∑
y

|P(Xn = y)− P(Zn = y)| ≤ 2P(τ > n).

(1) π ⊗ π 是乘积链的不变概率，由定理 7.16(2)，乘积链常返，故 τ ≤ T(x,x) < ∞ a.s.。取 ν′ = π，则

P(Yn = y) = π(y)，结论由 P(τ > n) → 0得出。

(2)若链暂留，由命题 7.8 G(x, y) <∞，故 Qn(x, y) → 0。设链零常返。若乘积链暂留，则
∑
nQ

n(x, y)2 =∑
n Q̄

n((x, x), (y, y)) < ∞，得证。若乘积链常返，则对一切 x, z，|Qn(x, y) −Qn(z, y)| ≤ 2P(x,z)(τ > n) → 0。

假设 lim supnQ
n(x, y) = α > 0，取子列 nk 使 Qnk(x, y) → α，则对一切 z，Qnk(z, y) → α。令 µ为不变测度，

µ(E) = ∞（定理 7.16）。取有限集 A使 µ(A) > 2µ(y)/α，则 µ(y) =
∑
z µ(z)Q

nk(z, y) ≥
∑
z∈A µ(z)Q

nk(z, y) →
αµ(A) > 2µ(y)，矛盾。

命题 7.23 (周期类分解)

♠

设链不可约，周期为 d，o ∈ E。对 x ∈ E，所有满足 Qn(o, x) > 0 的 n模 d同余；令 Ci 为对应余数为 i

的状态全体（0 ≤ i < d）。则 E = C0 ∪ · · · ∪ Cd−1 为不交并，x ∈ Ci 且 Q(x, y) > 0 蕴含 y ∈ Ci+1（下标

模 d），且 Qd 在每个 Ci 上不可约、非周期。若链还正常返，则对 x, y ∈ Ci，Qnd(x, y) → d π(y)。

证明 若 Qm(o, x) > 0，Qm
′
(o, x) > 0，取 k 使 Qk(x, o) > 0，则 d | m + k，d | m′ + k，故 m ≡ m′。转移

性质由 Qm+1(o, y) ≥ Qm(o, x)Q(x, y)。若 x, y ∈ Ci 且 Qn(x, y) > 0，则 n ≡ 0 (mod d)，故 Qd 在 Ci 上不

可约；Qd 在 x 处的周期是 gcd{n/d : Qn(x, x) > 0} = 1。若链正常返，由 πQ = π 与转移性质，π(Ci+1) =∑
x∈Ci

π(x)
∑
y∈Ci+1

Q(x, y) = π(Ci)，故 π(Ci) = 1/d，d π|Ci 是 Qd|Ci 的不变概率；用定理 7.22(1)。
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7.6 鞅与调和函数

定义 7.24

♣

函数 h : E → [0,∞]（或有界函数 h : E → R）称为（Q-）调和的，若Qh = h；称为上调和的，若Qh ≤ h。

对 A ⊂ E，称 h在 A上调和，若 Qh(x) = h(x) 对 x ∈ A成立。

命题 7.25

♠

若 h有界调和（上调和）或非负有限上调和，则在每个 Px 下 h(Xn) 是关于 (Fn) 的鞅（上鞅）。若 h在 A

上调和，T = inf{n ≥ 0 : Xn /∈ A}，则 h(Xn∧T ) 是鞅（当 h有界）。

证明 Ex[h(Xn+1) | Fn] = Qh(Xn)；非负上调和时Ex[h(Xn)] ≤ h(x) <∞保证可积。第二个论断：h(X(n+1)∧T )−
h(Xn∧T ) = 1{T>n}(h(Xn+1)− h(Xn))，而 {T > n} ∈ Fn 且其上 Xn ∈ A。

定理 7.26 (击中概率)

♥

对 B ⊂ E，u(x) = Px(TB <∞) 是方程组

u = 1 于B, u(x) =
∑
y

Q(x, y)u(y) (x /∈ B)

的最小非负解；k(x) = Ex[TB ] 是 k = 0 于 B、k = 1 + Qk 于 Bc 的最小非负解（允许取 ∞）。若

Px(TB < ∞) = 1 对一切 x成立，则对有界 g : B → R，Dirichlet 问题“v = g 于 B，v 在 Bc 上调和”的有

界解唯一，为 v(x) = Ex[g(XTB
)]。

证明 u满足方程：对 x /∈ B，TB = 1+TB ◦θ1，由马氏性 u(x) = Ex[u(X1)]。最小性：若 v ≥ 0是解，则 v ≥ 1B，

且对 x /∈ B，反复代入 v(x) =
∑
y Q(x, y)v(y) ≥ Px(X1 ∈ B) +

∑
y/∈B Q(x, y)v(y) ≥ · · · ≥ Px(TB ≤ n)，令

n→ ∞。k的情形同理（v(x) ≥
∑
m≤n Px(TB ≥ m)）。唯一性：若 v为有界解，由命题 7.25，v(Xn∧TB

)是有界

鞅，Ex[v(Xn∧TB
)] = v(x)，令 n→ ∞，由控制收敛 v(x) = Ex[g(XTB

)]。

定理 7.27

♥不可约链常返，当且仅当每个非负上调和函数都是常数。

证明 设链常返，h ≥ 0上调和。若 h ≡ ∞无需证明；否则由 h(x) ≥ Qn(x, y)h(y)与不可约性，h处处有限。由命

题 7.25与定理 6.11，h(Xn)在 Px下 a.s.收敛；但Xn a.s.无穷次访问每个状态，故 h在每两个状态处取值相同。

反之，若链暂留，取 y ∈ E，h(x) = Px(Ty <∞)。由马氏性Qh(x) = Px(Ty ◦ θ1 <∞) ≤ h(x)（Ty ≤ 1+Ty ◦ θ1），
h(y) = 1，而 Qh(y) = Py(Hy <∞) < 1，故存在 z使 h(z) < 1，h不是常数。

例 7.3 (生灭链的常返性) 考虑例 7.1(5) 中的生灭链，设 pk > 0（k ≥ 0），qk > 0（k ≥ 1）。令 ρ0 = 1，ρn =
∏n
k=1

qk
pk

。
函数 u(n) =

∑
j<n ρj 满足 u(0) = 0且在 n ≥ 1处调和（pn(u(n+1)−u(n)) = qn(u(n)−u(n−1))）。对 0 < n < N，

令 T = T0∧TN。从 {1, . . . , N −1}中任一点出发，N 步内离开该集合的概率有正下界，故 T <∞ a.s.；u(Xk∧T )

是有界鞅（命题 7.25），由可选停止 u(n) = u(N)Pn(TN < T0)。令 N → ∞：
链常返当且仅当

∑
j ρj = ∞（此时从 1 出发 a.s. 回到 0）；

测度 π(0) = 1，π(n) =
∏n
k=1

pk−1

qk
是可逆的（π(n)pn = π(n + 1)qn+1），故链正常返当且仅当它常返且∑

n π(n) <∞（定理 7.16；实际上
∑
π(n) <∞ 本身就蕴含正常返）。

例如 pk = p，qk = 1− p（k ≥ 1）：p ≤ 1
2 时常返，p < 1

2 时正常返。

定理 7.28 (Galton–Watson过程的灭绝)
设 Z 为后代分布 ν 的 Galton–Watson 过程，Z0 = 1，m =

∑
k kν(k)，g(s) =

∑
k ν(k)s

k，并设 ν 6= δ1。则

灭绝概率 q = P(∃n,Zn = 0) 是方程 g(s) = s 在 [0, 1] 中的最小根。特别地，m ≤ 1 时 q = 1；m > 1 时
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7.7 随机游走

♥
q < 1。若m <∞，则 Zn/m

n 是非负鞅，a.s. 收敛。

证明 由独立性，E[sZn+1 | Zn] = g(s)Zn，故 E[sZn ] = gn(s)，gn = g ◦ · · · ◦ g（n次）。P(Zn = 0) = gn(0)递增

收敛到 q，由 g的连续性 g(q) = q。若 r ∈ [0, 1]满足 g(r) = r，则 gn(0) ≤ gn(r) = r，故 q ≤ r。g在 [0, 1]上凸，

g(1) = 1，g′(1−) = m。若m ≤ 1且 ν 6= δ1，则 g在 [0, 1)上严格位于对角线上方（若 ν(0) + ν(1) = 1，g是直

线 ν(0) + ν(1)s，ν(0) > 0；否则 g 严格凸且 g′(s) < g′(1−) ≤ 1），故 q = 1。若 m > 1，g(s) < s对接近 1的

s < 1成立，而 g(0) ≥ 0，由介值定理存在 [0, 1)中的根。最后 E[Zn+1 | Fn] = mZn。

命题 7.29

♠

在定理 7.28 中设 1 < m <∞ 且 σ2 = Var(ξ) <∞。则W = limZn/m
n 满足 EW = 1，且 a.s. {W > 0} =

{过程不灭绝}。

证明 由条件方差公式，E[Z2
n+1 | Zn] = m2Z2

n + σ2Zn，故 Wn = Zn/m
n 满足 EW 2

n+1 = EW 2
n + σ2m−n−2，

supn EW 2
n < ∞。由定理 6.13，Wn → W 于 L2，EW = 1。令 r = P(W = 0)。给定第一代 Z1 = k，各子树独

立，W 是 k个独立的、与W 同分布的变量之和除以m，故 r =
∑
k ν(k)r

k = g(r)。由 EW = 1，r < 1，而 g在

[0, 1)中只有一个不动点 q（g严格凸，g(1) = 1），故 r = q。灭绝蕴含W = 0，两个事件概率相同，故 a.s.相等。

7.7 随机游走
本节中 ξ1, ξ2, . . . 独立同分布，S0 = 0，Sn = ξ1 + · · · + ξn。这一节对应 Kemeny–Snell–Knapp 第 5 章中关

于独立随机变量之和的部分。

定义 7.30

♣

设 ξi 取值于可测空间 F。事件 A = {(ξ1, ξ2, . . . ) ∈ C}（C ⊂ FN∗
可测）称为可交换的，若对 N∗ 的每个

只移动有限多个元素的置换 ρ，{(ξρ(1), ξρ(2), . . . ) ∈ C} = A。

尾事件都是可交换的；但 {Sn = 0 对无穷多个n}、{lim supSn > 0} 是可交换而一般不是尾事件。

定理 7.31 (Hewitt–Savage 0-1律)

♥可交换事件的概率为 0 或 1。

证明 令Fn = σ(ξ1, . . . , ξn)。由Lévy上升定理（推论 6.16），P(A | Fn) → 1A于L1；令An = {P(A|Fn) > 1
2} ∈ Fn，

则 P(A4An) ≤ 2E|P(A|Fn)− 1A| → 0。写 An = {(ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn}，令 ρn 为交换 i与 n+ i（i ≤ n）的置换，

A′
n = {(ξn+1, . . . , ξ2n) ∈ Cn}。由于 (ξρn(i))i

(d)
= (ξi)i，且 A在 ρn 下不变，P(A4A′

n) = P(A4An) → 0。而 An

与 A′
n 独立，故 P(A) = limP(An ∩A′

n) = limP(An)2 = P(A)2。

推论 7.32 (一维随机游走的四分法)

♥

设 ξi 为实值。则以下情形恰有一种 a.s. 成立：(i) Sn = 0 对一切 n；(ii) Sn → +∞；(iii) Sn → −∞；(iv)
lim inf Sn = −∞ 且 lim supSn = +∞。

证明 lim supSn 关于可交换事件可测，由 Hewitt–Savage 0-1律 a.s.等于常数 c ∈ [−∞,∞]。而 (Sn+1 − ξ1)n
(d)
=

(Sn)n，故 c = ξ1 + c a.s.；若 c有限，则 ξ1 = 0 a.s.，即情形 (i)。否则 c = ±∞；对 lim inf 同理。c = −∞与
lim inf = +∞不能同时成立，余下的组合恰为 (ii)(iii)(iv)。

若 E|ξ1| <∞，由强大数定律，Eξ1 > 0 时为 (ii)，Eξ1 < 0 时为 (iii)。若 ξi 取整数值，Eξ1 = 0 且 ξ1 6≡ 0，则
由下面的定理 7.34，游走常返（0 被访问无穷多次），从而为 (iv)。

下面设 ξi 取值于 Zd，S 是 Zd 上的随机游走（例 7.1(2)），G(0, x) =
∑
n P(Sn = x)。我们称游走常返，若 0
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7.7 随机游走

是常返态，即 G(0, 0) = ∞。记 GN (0, x) =
∑N
n=0 P(Sn = x)。

引理 7.33

♥
GN (0, x) ≤ GN (0, 0) 对一切 x与 N 成立。

证明 由强马氏性（在 Tx处），
∑
n≤N 1{Sn=x} ≤ 1{Tx≤N}

∑N
m=0 1{STx+m−STx=0}，取期望得GN (0, x) ≤ P(Tx ≤

N)GN (0, 0)。

定理 7.34 (Chung–Fuchs)

♥

(1) 设 d = 1。若 Sn/n
P−−→ 0（特别地，若 E|ξ1| < ∞ 且 Eξ1 = 0），则游走常返。(2) 设 d = 2。若

Sn/
√
n

(d)−−−→ N (0,K)，K 可逆（特别地，若 E|ξ1|2 <∞，Eξ1 = 0，且协方差矩阵可逆），则游走常返。

证明 (1)固定 ε > 0。由引理 7.33，

(2εN + 1)GN (0, 0) ≥
∑

|x|≤εN

GN (0, x) =
∑
n≤N

P(|Sn| ≤ εN) ≥
∑
n≤N

P(|Sn| ≤ εn).

右边各项趋于 1，故右边 ≥ N(1− o(1))，于是 G(0, 0) ≥ lim infN GN (0, 0) ≥ 1
2ε。令 ε→ 0。

(2)取M ∈ (0, 1)。#{x ∈ Z2 : |x| ≤M
√
N} ≤ (2M

√
N + 1)2 ≤ 9M2N（当M

√
N ≥ 1）。由引理 7.33，

9M2N GN (0, 0) ≥
∑
n≤N

P(|Sn| ≤M
√
N) = N

∫ 1

0

P(|S⌈θN⌉| ≤M
√
N)dθ.

对固定的 θ ∈ (0, 1]，由定理 4.8(4)，lim infN P(|S⌈θN⌉| ≤ M
√
N) ≥ P(|Z| < M/

√
θ)，Z ∼ N (0,K)。Z 的密度

在单位圆盘上 ≥ c > 0，故对 θ ≥M2，P(|Z| < M/
√
θ) ≥ cπM2/θ。由 Fatou引理，

lim inf
N

GN (0, 0) ≥ 1

9M2

∫ 1

M2

cπM2

θ
dθ =

cπ

9
log

1

M2
.

令M → 0。

定理 7.35

♥

设 ϕ(θ) = E[ei⟨θ,ξ1⟩]。则

G(0, 0) = lim
s↑1

(2π)−d
∫
[−π,π]d

Re
1

1− sϕ(θ)
dθ.

若 d ≥ 3 且 ξ1 的分布的支撑生成群 Zd（例如游走不可约），则游走暂留。

证明 与定理 7.11 的证明相同，
∑
n s

nP(Sn = 0) = (2π)−d
∫

dθ
1−sϕ(θ)；左边是实数，故可取实部；令 s ↑ 1 用

单调收敛。设 d ≥ 3。注意 Re(1 − sϕ) = 1 − sReϕ ≥ s(1 − Reϕ)，故 Re 1
1−sϕ ≤ 1

|1−sϕ| ≤ 1
s(1−Reϕ)。只需证∫

(1 − Reϕ)−1dθ < ∞。若 Reϕ(θ) = 1，则 〈θ, x〉 ∈ 2πZ对支撑中的一切 x成立，从而对它生成的群 Zd 成立，
故 θ ∈ 2πZd；所以 1 − Reϕ在 [−π, π]d 中远离 0处有正下界。在 0附近：取 R 使 {x ∈ supp : |x| ≤ R}张成
Rd，则二次型 q(θ) = E[〈θ, ξ1〉21{|ξ1|≤R}]正定，q(θ) ≥ c|θ|2；对 |θ| ≤ π/R，由 1 − cosu ≥ 2u2/π2（|u| ≤ π），

1− Reϕ(θ) ≥ 2
π2 q(θ) ≥ c′|θ|2。d ≥ 3时 |θ|−2 可积。

注 定理 7.35 表明：在 d ≥ 3 时，任何真正 d维的随机游走都是暂留的，无需矩条件。在 d = 1, 2 时，常返性依
赖于矩条件：例如 d = 1 时，ξ1 对称且 P(|ξ1| > x) ∼ x−α（α < 1）的游走是暂留的。
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第 8章 马氏链的位势理论与边界理论

本章介绍 Kemeny–Snell–Knapp《Denumerable Markov Chains》的核心思想：暂留链的位势理论（Green 核、位
势、上调和函数的 Riesz 分解、平衡测度与容量）、有限链的基本矩阵、Doob 的 h-变换，以及 Martin 边界——它
用一个紧化把暂留链“走向无穷的方式”与正调和函数的积分表示统一起来。最后介绍马尔可夫随机场（Griffeath
所写的一章）的基本定理。

8.1 暂留链的位势
本节中Q是E 上的次随机矩阵。我们添加一个墓碑点 ∂ /∈ E，令Q(x, ∂) = 1−

∑
y∈E Q(x, y)，Q(∂, ∂) = 1，

得到 E ∪ {∂} 上的转移矩阵；相应的典范链记为 (Xn)，寿命 ζ = inf{n : Xn = ∂}。E 上的函数总是通过
f(∂) = 0 延拓，于是 Qf(x) =

∑
y∈E Q(x, y)f(y) = Ex[f(X1)]。对 A ⊂ E，TA = inf{n ≥ 0 : Xn ∈ A}，

HA = inf{n ≥ 1 : Xn ∈ A}。

定义 8.1

♣

Green 核 G(x, y) =
∑
n≥0Q

n(x, y) = Ex[Ny]，x, y ∈ E。若 G(x, y) < ∞ 对一切 x, y ∈ E 成立，称 Q

暂留。对 f : E → [0,∞]，Gf(x) =
∑
y G(x, y)f(y) 称为 f 的位势（f 称为荷）。函数 h : E → [0,∞)

若满足 Qh ≤ h，称为上调和的（Kemeny–Snell–Knapp 称之为 superregular，在一般马氏过程理论中称为

excessive）。

由
∑
n≥0Q

n = I +Q
∑
n≥0Q

n 得

G = I +QG = I +GQ, Gf = f +Q(Gf). (8.1)

因此当 Gf 有限时，Gf 是上调和的，且 Qn(Gf) =
∑
k≥nQ

kf ↓ 0。

定理 8.2 (Riesz分解)

♥

设 h是有限上调和函数。则 h = Gf + h∞，其中 f = h−Qh ≥ 0，h∞ = limn ↓ Qnh是调和的。这种把 h

写成“有限位势 + 非负调和函数”的分解是唯一的。h是位势（即 h∞ = 0）当且仅当 Qnh→ 0 逐点成立。

证明 h−Qnh =
∑
k<nQ

k(h−Qh) =
∑
k<nQ

kf ↑ Gf，而Qnh递减到 h∞。由于 Qnh ≤ h且 Qh(x) <∞，由
控制收敛 Qh∞ = limQn+1h = h∞。唯一性：若 h = Gg + k，Gg有限，k调和，则 Qnh = QnGg + k → k，故

k = h∞，Gg = Gf，再由 (8.1)，g = Gg −QGg = f。

命题 8.3 (扫除)

♠

设 h为有限上调和函数，A ⊂ E。令 RAh(x) = Ex[h(XTA
);TA < ζ]（h在 A上的约化函数）。则 RAh上

调和，RAh ≤ h，RAh = h 于 A，在 E \ A 上调和，并且 RAh 是所有在 A 上 ≥ h 的上调和函数中最小

的。若 f ≥ 0 支撑于 A且 Gf 有限，则 RA(Gf) = Gf。

证明 若 u上调和，则 u(Xn)是 Px-非负上鞅（命题 7.25，u(∂) = 0），由定理 6.18，对任何停时 S ≤ T，Ex[u(XT )] ≤
Ex[u(XS)]（在 {T = ∞}上 u(XT )理解为上鞅的极限，它非负）。因此若 u ≥ h于A，则 u(x) ≥ Ex[u(XTA

);TA <

ζ] ≥ RAh(x)。特别地RAh ≤ h。显然RAh = h于A。由马氏性，QRAh(x) = Ex[h(XHA
);HA < ζ]，而HA ≥ TA，

对上鞅 h(Xn) 用可选停止得 QRAh ≤ RAh；当 x /∈ A 时 HA = TA，故等号成立。最后，若 f 支撑于 A，则

Ny = Ny ◦ θTA
（y ∈ A），由强马氏性 Gf(x) = Ex[Gf(XTA

);TA < ζ]。

推论 8.4 (控制原理)

♥设 f ≥ 0 支撑于 A，Gf 有限，h上调和。若 Gf ≤ h于 A，则 Gf ≤ h处处成立。



8.2 吸收链与有限链的基本矩阵

证明 Gf = RA(Gf) ≤ RAh ≤ h（RA 显然单调）。

设 Q 暂留，A ⊂ E 有限。由命题 7.8(2)（对次随机链同样成立），链 a.s. 只访问 A 有限次，故末离时
LA = sup{n < ζ : Xn ∈ A} 在 {TA < ζ} 上有限。令

eA(y) = 1A(y)Py(HA ≥ ζ) (从y 出发不再回到A的概率).

命题 8.5 (末离分解)

♠

对 x ∈ E，y ∈ A，Px(TA < ζ,XLA
= y) = G(x, y)eA(y)。因此

Px(TA < ζ) = GeA(x) =
∑
y∈A

G(x, y)eA(y).

eA 称为 A的平衡测度，Cap(A) =
∑
y eA(y) 称为 A的容量。

证明 {LA = n,Xn = y} = {Xn = y} ∩ θ−1
n {HA ≥ ζ}，由马氏性其概率为 Qn(x, y)eA(y)，对 n求和。

于是 x 7→ Px(TA < ζ) 是由支撑于 A的荷产生的位势，在 A上等于 1，它是 RA1。这是经典位势论中“导体
的平衡电荷分布”的离散类比。

8.2 吸收链与有限链的基本矩阵
设 E = T ∪ B，T 有限，B 中的状态都是吸收态，且从每个 x ∈ T 出发 a.s. 最终被吸收。令 QT 为 Q在

T × T 上的限制（次随机矩阵），R = (Q(x, b))x∈T,b∈B。

命题 8.6

♠

I −QT 可逆，N := (I −QT )
−1 =

∑
nQ

n
T（基本矩阵），N(x, y) 是从 x出发、被吸收前访问 y 的平均次

数。被吸收前的平均步数为 t = N1，被 b吸收的概率为 (NR)(x, b)。

证明 QnT (x, y) = Px(Xn = y)（y ∈ T），故
∑
nQ

n
T (x, y) = Ex[Ny]。由于 T 有限且 TB <∞ a.s.，每个 y ∈ T 暂

留，G有限（命题 7.8），于是 QnT → 0，由 (8.1) (I −QT )N = N(I −QT ) = I。t(x) = Ex[TB ] =
∑
y∈T N(x, y)。

被 b吸收的概率 =
∑
n

∑
y∈T Px(Xn = y)Q(y, b) = (NR)(x, b)。

设 E 有限，Q 不可约，π 为不变概率（定理 7.16，有限不可约链必常返：有限个状态不可能都只被访问
有限次）。令 Π = 1π（每行都等于 π 的矩阵）。

定理 8.7 (基本矩阵与平均首达时间)

♥

I −Q+Π 可逆。令 Z = (I −Q+Π)−1，m(x, y) = Ex[Ty]。则对一切 x, y ∈ E，

m(x, y) =
Z(y, y)− Z(x, y)

π(y)
.

证明 若 (I −Q+Π)v = 0，左乘 π（πQ = π，πΠ = π）得 πv = 0，于是 Πv = 0，Qv = v。由定理 7.27（应用
于 v + c，c为使之非负的常数），v为常数，再由 πv = 0得 v = 0。

由 π(I −Q+Π) = π得 πZ = π，于是 ΠZ = Π，(I −Q)Z = I −ΠZ = I −Π。固定 y，令 u(x) = m(x, y)，

w(x) = (Z(y, y)− Z(x, y))/π(y)。由马氏性，u(y) = 0，u(x) = 1 +Qu(x)（x 6= y），且 Qu(y) = Ey[Hy]− 1 =

1/π(y)− 1。故 (I −Q)u = 1− δy/π(y)。另一方面，记 zy = Zδy 为 Z 的第 y列，(I −Q)zy = δy − π(y)1，故

(I −Q)w = −(I −Q)zy/π(y) = 1− δy/π(y)。于是 u− w调和，从而为常数，而 u(y) = w(y) = 0。
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8.3 常返链的位势：Poisson方程
对常返链，Green 核G恒为无穷，位势理论需要换一种形式（Kemeny–Snell–Knapp 第 9 章）。其核心是 Poisson

方程 (I −Q)u = f，其中“荷”f 的总量为零。

定理 8.8

♥

设链不可约正常返，不变概率为 π，o ∈ E。设 f 满足
∑
x π(x)|f(x)| <∞，

∑
x π(x)f(x) = 0。令

u(x) = Ex
[ To−1∑
n=0

f(Xn)
]
, To = inf{n ≥ 0 : Xn = o}.

则 u有限，u(o) = 0，且 u−Qu = f。于是 u(Xn)− u(X0) +
∑
k<n f(Xk) 是鞅（只要它可积，例如 f 有

界且 E 有限）。若 E 有限，则 u− π(u) = Zf，Z = (I −Q+Π)−1 为定理 8.7 中的基本矩阵。

证明 由定理 7.14与 7.16，Eo[
∑
n<Ho

|f(Xn)|] =
∑
y µo(y)|f(y)| = π(|f |)/π(o) < ∞。对 x 6= o，由强马氏性，

Eo[
∑
n<Ho

|f(Xn)|] ≥ Po(Tx < Ho)Ex[
∑
n<To

|f(Xn)|]，而 Po(Tx < Ho) > 0（不可约性与游程分解），故 u有

限。对 x 6= o，To = 1 + To ◦ θ1，由马氏性 u(x) = f(x) + Qu(x)。在 o处，Qu(o) = Eo[
∑

1≤n<Ho
f(Xn)] =

µo(f) − f(o) = π(f)/π(o) − f(o) = −f(o)，即 u(o) − Qu(o) = f(o)。鞅性质：E[u(Xn+1) − u(Xn) + f(Xn) |
Fn] = Qu(Xn) − u(Xn) + f(Xn) = 0。最后，若 E 有限，(I − Q)Zf = (I − Π)f = f（定理 8.7的证明），故
u− Zf 调和，为常数；而 πZ = π，π(Zf) = π(f) = 0，于是常数等于 π(u)。

推论 8.9 (马氏链的中心极限定理)

♥

设 E 有限，链不可约，f : E → R，π(f) = 0，u为定理 8.8 中的解。则对任何初始分布，
1√
n

∑
k<n

f(Xk)
(d)−−−→ N (0, σ2), σ2 = π(u2)− π((Qu)2).

证明 由 f = u−Qu，
∑
k<n f(Xk) = u(X0)−u(Xn)+Mn，Mn =

∑n
k=1 ξk，ξk = u(Xk)−Qu(Xk−1)是有界鞅

差。E[ξ2k|Fk−1] = g(Xk−1)，g = Q(u2)− (Qu)2。由遍历定理 7.19，1
n

∑
k≤n g(Xk−1) → π(g) = π(u2)−π((Qu)2)

a.s.（πQ = π）。由定理 6.24与 Slutsky引理（u有界）即得。
例 8.1 (一维简单随机游走的位势核) 对 Z 上的简单随机游走（常返），G ≡ ∞，但 Abel 和

a(x) = lim
s↑1

∑
n≥0

sn
(
P0(Xn = 0)− P0(Xn = x)

)
存在且等于 |x|。确实，由 P0(Xn = x) = 1

2π

∫ π
−π cos(θx) cos

n θdθ，对 s < 1，左边的和等于 1
2π

∫ π
−π

1−cos θx
1−s cos θdθ。

被积函数非负，在 {cos θ ≥ 0} 上被 1−cos θx
1−cos θ 控制，在 {cos θ < 0} 上被 2 控制，而

1− cos θx

1− cos θ
=

sin2(xθ/2)

sin2(θ/2)
=
∣∣∣ |x|−1∑
j=0

eijθ
∣∣∣2 ≤ x2

（Fejér 核），其在 [−π, π] 上的积分为 2π|x|。由控制收敛，a(x) = |x|。函数 a满足 (I −Q)a = −δ0：它在 x 6= 0

处调和，在 0 处Qa(0)− a(0) = 1。这是 G（满足 (I −Q)G = I）在常返情形下的替代物；Kemeny–Snell–Knapp
第 9 章对一般常返链发展了这一理论。对二维简单随机游走，类似的位势核满足 a(x) = 2

π log|x|+O(1)。

8.4 Doob的h-变换
设 Q为次随机矩阵，h : E → (0,∞) 上调和。令

Qh(x, y) =
Q(x, y)h(y)

h(x)
.
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则Qh 是次随机矩阵，且是随机矩阵当且仅当 h调和。相应的链称为 h-过程，其分布记为 Phx。显然 (Qh)n(x, y) =

Qn(x, y)h(y)/h(x)，Gh(x, y) = G(x, y)h(y)/h(x)，且对 F ∈ Fn（Fn = σ(X0, . . . , Xn)），

Phx(F ∩ {n < ζ}) = Ex[1F h(Xn); n < ζ]

h(x)
. (8.2)

（对 F = {X0 = x0, . . . , Xn = xn} 直接验证，再取可数不交并。）
例 8.2 (条件化) 设 A ⊂ E，h(x) = Px(TA < ζ) > 0。h 上调和，在 E \ A 上调和。对 F ∈ Fn，由马氏性，
Px(F ∩ {n ≤ TA} | TA < ζ) = Ex[1F∩{n≤TA}h(Xn)]/h(x) = Phx(F ∩ {n ≤ TA})。即：直到击中 A为止，h-过程
就是“以击中 A 为条件”的原链。例如对 {0, . . . , N} 上的简单随机游走（0, N 吸收），以“在 N 处被吸收”为条件
的链是转移概率为 Qh(k, k ± 1) = k±1

2k 的链（h(k) = k/N）。

8.5 Martin边界
本节设 Q是 E 上不可约、暂留的转移矩阵（随机矩阵），o ∈ E 为固定的参考点。由不可约性 G(x, y) > 0，

且由强马氏性 G(o, y) ≥ Po(Tx <∞)G(x, y)。

定义 8.10

♣
Martin 核为K(x, y) =

G(x, y)

G(o, y)
，x, y ∈ E。

对每个 x，K(x, y) ≤ Cx := 1/Po(Tx <∞) <∞ 对一切 y 成立，K(o, ·) ≡ 1。

把 E 编号为 {x1, x2, . . . }，对 y, y′ ∈ E 令

ρ(y, y′) =
∑
i≥1

2−i
( |K(xi, y)−K(xi, y

′)|
Cxi

+ |1{y=xi} − 1{y′=xi}|
)
.

ρ是E 上的度量；每个点 xi 是孤立点（与其他点的距离≥ 2−i）。映射 y 7→ (K(xi, y)/Cxi
,1{y=xi})i≥1 是从 (E, ρ)

到紧空间 ([0, 1]2)N
∗（配加权 ℓ1 度量，它诱导乘积拓扑）的等距嵌入，故 (E, ρ) 完全有界，其完备化 Ê 是紧度

量空间，称为 Martin 紧化；M = Ê \ E 称为 Martin 边界。E 在 Ê 中是开的离散子集。E 中的序列 (yn) 收敛
到 ξ ∈ M，当且仅当 yn 最终离开每个有限集，且对每个 x，K(x, yn) 收敛；此时极限记为 K(x, ξ)。于是每个
K(x, ·) 延拓为 Ê 上的连续函数，取值于 [0, Cx]，且这些函数（连同 E 中各点的示性函数）分离 Ê 的点。

对 ξ ∈ M 与 yn → ξ，由 (8.1)，
∑
z Q(x, z)K(z, yn) = K(x, yn)− 1{x=yn}/G(o, yn)，由 Fatou 引理，K(·, ξ)

是上调和的。

定理 8.11 (收敛到边界)

♥对每个 x ∈ E，Px-a.s. Xn 在 Ê 中收敛到一个取值于 M 的随机变量 X∞。

证明 第一步：时间反转。设 A ⊂ E有限，LA为末离时（若 TA = ∞则令 LA = −1），沿用命题 8.5的记号。定
义

Q̂(y, z) =
G(o, z)Q(z, y)

G(o, y)
, y, z ∈ E.

由 (8.1)，
∑
z Q̂(y, z) = (G(o, y)−1{y=o})/G(o, y) ≤ 1。在 Po下令 Yk = XLA−k（0 ≤ k ≤ LA），Yk = †（k > LA）。

对 y0 ∈ A，y1, . . . , yk ∈ E，由马氏性，

Po(Y0 = y0, . . . , Yk = yk) =
∑
m≥k

Po(Xm−k = yk, . . . , Xm = y0, LA = m)

=
∑
m≥k

Qm−k(o, yk)Q(yk, yk−1) · · ·Q(y1, y0)eA(y0)

= G(o, y0)eA(y0) Q̂(y0, y1) · · · Q̂(yk−1, yk).

45



8.5 Martin 边界

由命题 7.3(2)（应用于以 †为墓碑的次随机矩阵 Q̂），(Yk)是转移矩阵为 Q̂的（被杀死的）马氏链。

第二步：上鞅。固定 x，令 f(y) = K(x, y)，f(†) = 0。由 (8.1)，

Q̂f(y) =
∑
z

G(o, z)Q(z, y)

G(o, y)
· G(x, z)
G(o, z)

=
(GQ)(x, y)

G(o, y)
=
G(x, y)− 1{x=y}

G(o, y)
≤ f(y).

故 f(Yk)是非负上鞅，由定理 6.10与单调收敛，序列 (f(Yk))k≥0对 [a, b]（0 < a < b）的上穿次数的期望≤ a/(b−a)。
而 f(Y0), . . . , f(YLA

)是 f(XLA
), . . . , f(X0)，其后的项为 0。所以有限序列 f(X0), . . . , f(XLA

)对 [a, b]的下穿次

数 DA 满足 Eo[DA] ≤ a/(b− a)。

第三步：收敛。取有限集 AN ↑ E。由暂留性 LAN
< ∞ a.s.，且对任意m，Xm ∈ AN 对充分大的 N 成立，

故 LAN
→ ∞。由单调收敛，整条序列 (f(Xn))n≥0的下穿次数的期望 ≤ a/(b− a)，故 a.s.有限。下穿与上穿次

数至多差 1，由引理 6.9，K(x,Xn)在 Po下 a.s.收敛（它有界）。对可数个 x同时成立。又由暂留性 Xn最终离

开每个有限集。因此 (Xn)是 ρ-Cauchy列，在 Ê 中收敛到M中的某点。

第四步：一般起点。令 C 为“Xn在 Ê中收敛到M中的点”这一事件，它满足 1C ◦ θn = 1C。由不可约性

Po(Tx <∞) > 0，由强马氏性 Po(Tx <∞) = Po(C ∩ {Tx <∞}) = Po(Tx <∞)Px(C)，故 Px(C) = 1。

定理 8.12 (调和测度)

♥
令 νx = Px(X∞ ∈ ·) 为 M 上的概率测度。则 νx(dξ) = K(x, ξ)νo(dξ)。

证明 对有限集A与 y ∈ A，由命题 8.5，Px(TA <∞, XLA
= y) = G(x, y)eA(y) = K(x, y)Po(TA <∞, XLA

= y)。

故对 Ê 上的连续函数 φ，

Ex[φ(XLA
);TA <∞] = Eo[K(x,XLA

)φ(XLA
);TA <∞].

取 A = AN ↑ E：LAN
→ ∞，故 XLAN

→ X∞ a.s.，而 P(TAN
< ∞) → 1。K(x, ·)φ在 Ê 上有界连续，由控制

收敛 Ex[φ(X∞)] = Eo[K(x,X∞)φ(X∞)]。由命题 1.14即得。

定理 8.13 (正调和函数的Martin表示)

♥

设 h > 0 调和。则 h-过程（随机矩阵 Qh）不可约暂留，其 Martin 紧化与 Q的相同，且

h(x) =

∫
M
K(x, ξ)µh(dξ), µh := h(o)Pho (X∞ ∈ ·).

更一般地，每个有限正上调和函数 u都可写成 u(x) =
∫
Ê
K(x, ξ)µ(dξ)，其中 µ是 Ê 上的有限测度。

证明 Gh(x, y) = G(x, y)h(y)/h(x)有限且为正，故Qh不可约暂留，其Martin核为Kh(x, y) = K(x, y)h(o)/h(x)。

对每个 x，Kh(x, ·)是K(x, ·)的正常数倍，因此E中序列在两个度量下的 Cauchy性相同，两个完备化自然同胚，
且Kh(x, ξ) = K(x, ξ)h(o)/h(x)于M。对 h-过程用定理 8.11与 8.12，并对 φ ≡ 1：1 =

∫
Kh(x, ξ)Pho (X∞ ∈ dξ)，

即 h(x) = h(o)
∫
K(x, ξ)Pho (X∞ ∈ dξ)。

对上调和 u，由 Riesz分解 u = Gf + u∞，Gf(x) =
∑
yK(x, y)G(o, y)f(y)是 K(x, ·)关于 E 上有限测度

G(o, y)f(y)（总质量 Gf(o) ≤ u(o)）的积分；若 u∞ 6≡ 0，则由不可约性 u∞ > 0，对它用第一部分。

定理 8.14 (有界调和函数与 Poisson边界)

♥

对每个有界调和函数 h，存在 M 上有界可测函数 φ（在 νo-a.e. 意义下唯一）使

h(x) = Ex[φ(X∞)] =

∫
M
K(x, ξ)φ(ξ)νo(dξ),

并且 h(Xn) → φ(X∞) Px-a.s. 反之，每个这样的积分都定义有界调和函数。

证明 反之的部分：由马氏性与 X∞ ◦ θ1 = X∞，Qh(x) = Ex[EX1
[φ(X∞)]] = Ex[φ(X∞) ◦ θ1] = h(x)。

设 h有界调和。因为常数是调和的，可以作仿射变换使 1 ≤ h ≤ 2。由命题 7.25与定理 6.13，h(Xn) → H

Px-a.s.且于 L1。由 (8.2)，对 F ∈ Fn，Phx(F ) = Ex[1Fh(Xn)]/h(x) = Ex[1FH]/h(x)；两边都是 F 的有限测度，

46



8.5 Martin 边界

在 π-系
⋃
n Fn 上相等，从而在 F 上相等。取 F = {X∞ ∈ B}并用定理 8.13：

µh(B) = h(o)Pho (X∞ ∈ B) = Eo[H;X∞ ∈ B] =

∫
B

φdνo, φ(ξ) := Eo[H | X∞ = ξ] ∈ [1, 2].

再由定理 8.13与 8.12，h(x) =
∫
K(x, ξ)φ(ξ)νo(dξ) = Ex[φ(X∞)]。由马氏性h(Xn) = EXn

[φ(X∞)] = Ex[φ(X∞) |
Fn]，由 Lévy上升定理它收敛到 φ(X∞)。唯一性：若 Ex[φ(X∞)] = 0对一切 x，则同理 0 = Eo[φ(X∞)|Fn] →
φ(X∞)，故 φ = 0 νo-a.e.

于是“有界调和函数”与“L∞(M, νo)”之间有一一对应，(M, νo) 实现了链的 Poisson 边界。

定义 8.15

♣正调和函数 h称为极小的，若对每个满足 0 ≤ h′ ≤ h的调和函数 h′，存在常数 c使 h′ = ch。

定理 8.16

♥
若 h是极小调和函数，h(o) = 1，则存在 ξ ∈ M 使 h = K(·, ξ)，且 Phx-a.s. X∞ = ξ。

证明 对 Borel集 B ⊂ M，令 hB(x) = h(x)Phx(X∞ ∈ B)。由 h-过程的马氏性与 X∞ ◦ θ1 = X∞，Q
h(Ph· (X∞ ∈

B)) = Ph· (X∞ ∈ B)，即 hB关于Q调和，且 0 ≤ hB ≤ h。由极小性 Phx(X∞ ∈ B) = cB不依赖于 x。由 Lévy上升
定理，cB = PhXn

(X∞ ∈ B) = Pho (X∞ ∈ B | Fn) → 1B(X∞)，故 cB ∈ {0, 1}。于是M上的概率测度 Pho (X∞ ∈ ·)
只取值 0, 1。对每个 k，把紧空间M划分为有限个直径 < 1/k的不交 Borel集，其中恰有一个集合 Bk 的测度为

1。
⋂
k Bk 的测度为 1且直径为 0，故它是单点集 {ξ}，所求测度为 δξ。由定理 8.13，h = K(·, ξ)。

注 令 Mmin = {ξ ∈ M : K(·, ξ) 是极小调和函数}（极小 Martin 边界）。可以证明 νo(Mmin) = 1，且每个正调和
函数在 Mmin 上的表示测度是唯一的（Kemeny–Snell–Knapp 第 10 章，或 Woess [19]）。本讲义不使用这些结论。

定理 8.17 (Fatou型比值极限定理)

♥
设 h > 0 调和，u ≥ 0 上调和。则对每个 x，Phx-a.s. limn u(Xn)/h(Xn) 存在且有限。

证明 Qh(u/h)(y) =
∑
z Q(y, z)u(z)/h(y) = Qu(y)/h(y) ≤ u(y)/h(y)，故u/h是Qh-上调和的非负函数，u(Xn)/h(Xn)

是 Phx-非负上鞅（命题 7.25），由定理 6.11收敛。
这是经典 Fatou 定理（单位圆盘中的正调和函数之比沿“几乎每条”趋于边界的路径有极限）的离散类比：h-过

程扮演“趋于边界上 µh-几乎每一点”的角色。取 h ≡ 1，u有界调和，就回到定理 8.14 中的 h(Xn) → φ(X∞)。
例 8.3 (带漂移的随机游走) 设E = Z，Q(x, x+1) = p > 1

2，Q(x, x−1) = q = 1−p，o = 0。令 r = P1(T0 <∞)。
函数 u(x) = (q/p)x

+ 满足 u(0) = 1 且在每个 x 6= 0 处调和（x ≥ 1 时 p(q/p)x+1 + q(q/p)x−1 = (q/p)x；x ≤ −1

时 u 在 x, x ± 1 处都等于 1），由定理 7.26 的最小性 r ≤ q/p < 1；由强马氏性 P2(T0 < ∞) = r2，再由马氏性
r = q + pr2，其根为 1 与 q/p，故 r = q/p。由此 Px(Ty < ∞) = (q/p)x−y（y < x），= 1（y ≥ x，链 a.s. 趋于
+∞——强大数定律），Py(Hy = ∞) = p(1− q/p) = p− q，于是

G(x, y) =
1

p− q
(y ≥ x), G(x, y) =

(q/p)x−y

p− q
(y < x).

所以K(x, y) → 1（y → +∞），K(x, y) → (q/p)x（y → −∞）：Martin 边界由两点 {+∞,−∞} 组成。X∞ = +∞
a.s.，νo = δ+∞，故有界调和函数都是常数；而正调和函数恰为 a+ b(q/p)x（a, b ≥ 0）。
例 8.4 (齐次树的Martin边界) 设 T 是每个顶点度数为 q + 1（q ≥ 2）的无穷树，d(x, y) 为图距离，Q为简单随
机游走，o为根。

Green 函数。设 z ∼ x。当X 6= z 时，X 恰有一个邻居比X 更接近 z，故Dn = d(Xn, z) 在击中 z 之前是以
概率 q

q+1 加一、 1
q+1 减一的游走。由例 8.3（p = q

q+1），Px(Tz <∞) = 1/q。从 x到 y 必须依次经过测地线上的
各点，由强马氏性 Px(Ty <∞) = q−d(x,y)，于是 G(x, y) = q−d(x,y)G(o, o)（命题 7.8(3)），链暂留，且

K(x, y) = qd(o,y)−d(x,y).

端点。从 o 出发的无自交无穷路径（射线）称为端点，端点全体记为 ∂T。对端点 ξ = (o = ξ0, ξ1, . . . ) 与
x ∈ T，当 k 充分大时 d(o, ξk)− d(x, ξk) 为常数，记为 hξ(x)（Busemann 函数）：若 x ∧ ξ 是 x到 o的测地线与 ξ
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的最后公共点，则 hξ(x) = 2d(o, x ∧ ξ)− d(o, x)。
Martin 紧化。设 yn ∈ T 离开每个有限集。若 yn 收敛到端点 ξ（即对每个 k，当 n充分大时 o到 yn 的测地

线经过 ξk），则K(x, yn) = qhξ(x) 对充分大的 n成立。反之，由 König 引理（每个顶点只有有限个邻居），每个
这样的序列都有收敛到某个端点的子列；不同端点 ξ 6= η 给出不同的函数 qhξ（在 ξ 上远离分叉点处 hξ 6= hη）。
因此 (yn) 在 Martin 拓扑中收敛当且仅当它收敛到某个端点，Martin 边界可等同于 ∂T，K(x, ξ) = qhξ(x)。

调和测度。由定理 8.11，Xn a.s. 收敛到一个随机端点 X∞。由对称性（o 的稳定子群在每一层上可迁地作
用），νo 是 ∂T 上的“均匀测度”：经过 o的第 k 层某个指定顶点的端点集的测度为 1

(q+1)qk−1 。由定理 8.14，有界
调和函数与 L∞(∂T, νo) 一一对应；特别地，树上存在大量非常数有界调和函数，例如 x 7→ Px(X∞ ∈ B)。这与
Zd 上的简单随机游走（其有界调和函数都是常数）形成鲜明对比。

8.6 可逆链与电网络
Kemeny–Snell–Knapp 第 8 章讨论了暂留链的能量与容量。对可逆链，这些概念有一个漂亮的物理解释：电

网络。

设 E 可数，c : E × E → [0,∞) 对称（电导），c(x) :=
∑
y c(x, y) ∈ (0,∞)，并设图 {(x, y) : c(x, y) > 0}

连通。令Q(x, y) = c(x, y)/c(x)。则Q不可约，c(·) 是可逆测度。反之，每个具有可逆测度 µ的不可约链都可以
这样表示（取 c(x, y) = µ(x)Q(x, y)）。例如图上的简单随机游走对应于每条边电导为 1。

对 f : E → R，定义 Dirichlet 能量

D(f) =
1

2

∑
x,y

c(x, y)(f(x)− f(y))2 ∈ [0,∞].

若 f 有限支撑，由对称性展开得离散 Green 公式：对有限支撑的 f, g，

D(f, g) :=
1

2

∑
x,y

c(x, y)(f(x)− f(y))(g(x)− g(y)) =
∑
x

c(x)f(x)(g −Qg)(x). (8.3)

（当 g 不是有限支撑但
∑
y c(x, y)|g(y)| <∞ 时，只要 f 有限支撑，同样成立。）

定理 8.18 (Dirichlet原理)

♥

对 a ∈ E，

c(a)Pa(Ha = ∞) = inf{D(f) : f 有限支撑, f(a) = 1}.

因此链暂留当且仅当右边的下确界为正。右边称为 {a} 的容量，其倒数称为从 a到无穷远的有效电阻。

证明 设 F 3 a为有限集，τ = inf{n : Xn /∈ F}。令 v(x) = Px(Ta < τ)，则 v(a) = 1，v = 0于 F c，v在 F \ {a}
上调和（马氏性），且 (v − Qv)(a) = 1 − Pa(Ha < τ) = Pa(τ < Ha)。（τ < ∞ a.s.：有限集中的不可约链不
能永远停留——若 F c 6= ∅；若 E 有限则链常返，结论两边都为 0。）由 (8.3)，D(v) = c(a)Pa(τ < Ha)。若 f

支撑于 F，f(a) = 1，写 f = v + g，g(a) = 0，g = 0于 F c，则 D(v, g) =
∑
x c(x)g(x)(v − Qv)(x) = 0，故

D(f) = D(v) +D(g) ≥ D(v)。所以支撑于 F 的函数中的最小能量为 c(a)Pa(τF < Ha)。取有限集 Fn ↑ E，事件
{τFn

< Ha}递减到 {Ha = ∞}（若Ha <∞，路径在Ha之前只经过有限个点；若Ha = ∞，链 a.s.离开每个有
限集——暂留时由命题 7.8，常返时这个事件是零集）。令 n→ ∞即得。

推论 8.19 (Rayleigh单调性)

♥

设 c ≤ c′ 是同一顶点集上的两组电导（都满足上面的条件）。若 c′ 对应的链常返，则 c 对应的链也常返。

特别地，常返图的连通子图（简单随机游走）常返。

证明 Dc ≤ Dc′，由定理 8.18，下确界为 0的性质从 c′ 传递到 c。子图对应于把某些边的电导降为 0（删去孤立

点不影响结论；子图上的游走的转移概率与“删边后的网络”一致）。

例 8.5 (Z2 的常返性，再证) 对 N ≥ 2，令 fN (x) =
(
1− log(1+|x|)

log(1+N)

)+（|x| 为欧氏范数），fN (0) = 1，有限支撑。
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对相邻的 x, y，|fN (x)− fN (y)| ≤ 1
(1+min(|x|,|y|)) log(1+N)，且只有 |x| ≤ N + 1 的边有贡献。故

D(fN ) ≤ C

log2(1 +N)

∑
|x|≤N+1

1

(1 + |x|)2
≤ C ′ logN

log2N
→ 0.

由 Dirichlet 原理，Z2 上的简单随机游走常返；由 Rayleigh 单调性，Z2 的任何连通子图（如 Z× {0, 1}、六角格）
上的简单随机游走都常返。

定理 8.20 (树上的流判别法)

♥

设 (E, c) 是以 a为根的局部有限树。若存在端点空间（从 a出发的射线全体）上的概率测度 θ，使得∑
e

θ(e)2

c(e)
<∞,

其中 e取遍边，θ(e) 为经过 e的射线的 θ-测度，则链暂留。

证明 设 f 有限支撑，f(a) = 1。对每条射线 γ，f 沿 γ 从 1降到 0，故
∑
e∈γ |∇f(e)| ≥ 1（∇f(e)为 f 在边 e两

端的差）。对 θ积分并交换求和：

1 ≤
∑
e

θ(e)|∇f(e)| ≤
(∑

e

c(e)|∇f(e)|2
)1/2(∑

e

θ(e)2

c(e)

)1/2
.

故 D(f) ≥ (
∑
e θ(e)

2/c(e))−1 > 0，由 Dirichlet原理链暂留。
例 8.6 二叉树（根的度数为 2，其余顶点度数为 3）上的简单随机游走暂留：取 θ 为均匀测度，第 n 层的 2n 条
边各有 θ(e) = 2−n，

∑
e θ(e)

2 =
∑
n 2

n4−n = 1 < ∞。这与例 8.4 一致。更一般地，若树的“分支数”大于 1，取
适当的 θ 即知其暂留。
注 定理 8.20 中的 θ 是“从 a流向无穷远的单位电流”的一个例子，

∑
θ(e)2/c(e) 是其能量。一般地（Thomson 原

理），有效电阻等于所有单位流的最小能量，最小值由真实电流 i(x, y) = c(x, y)(v(x)−v(y))达到；Nash-Williams
判别法由此得出。见 Kemeny–Snell–Knapp 第 8 章及其参考文献。

8.7 马尔可夫随机场
设 S 为有限集（“格点”），W 为有限集（“状态”），含一个特殊元素 0。Ω =WS 为构形空间。S 上给定一个

无向图结构（邻居关系 s ∼ t），N(s) = {t : t ∼ s}。团是两两相邻的子集（包括空集与单点集）。设 P 是 Ω 上处

处为正的概率测度，X = (Xs)s∈S 为坐标。对 A ⊂ S 与 ω ∈ Ω，令 ωA 为在 A上与 ω 一致、在 S \ A上为 0 的
构形。

定义 8.21

♣

P 称为（关于给定图的）马尔可夫随机场，若对每个 s ∈ S，给定 (Xt)t ̸=s 时 Xs 的条件分布只依赖于

(Xt)t∈N(s)。P 称为邻居 Gibbs 场，若存在函数 VC : Ω → R（C 取遍团，VC(ω) 只依赖于 ω|C），使

P(ω) = exp
(∑
C 团

VC(ω)
)
.

定理 8.22 (Hammersley–Clifford)

♥处处为正的概率测度 P 是马尔可夫随机场，当且仅当它是邻居 Gibbs 场。

证明 Gibbs ⇒ Markov。P(Xs = w | Xt = ωt, t 6= s) = exp(
∑
C∋s VC(ω

(w)))/
∑
w′ exp(

∑
C∋s VC(ω

(w′)))，其中

ω(w) 是把 ω在 s处的值改为 w的构形（不含 s的团的项约掉了）。含 s的团包含于 {s} ∪N(s)。

Markov ⇒ Gibbs。对 A ⊂ S 令

VA(ω) =
∑
B⊂A

(−1)|A\B| logP(ωB).

VA(ω)只依赖于 ω|A。由Möbius反演（
∑
B⊂A⊂S(−1)|A\B| = 1{B=S}），

∑
A⊂S VA(ω) = log P(ωS) = log P(ω)。
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只需证明：若 A不是团，则 VA ≡ 0。取 s, t ∈ A，s 6∼ t，令 A′ = A \ {s, t}，则

VA(ω) =
∑
B⊂A′

(−1)|A
′\B|

[
log

P(ωB∪{s,t})

P(ωB∪{t})
− log

P(ωB∪{s})

P(ωB)

]
.

P(ωB∪{s,t})/P(ωB∪{t})等于给定 s以外的格点取值为 ωB∪{t} 时 Xs = ωs 与 Xs = 0的条件概率之比；由马尔可

夫性它只依赖于 N(s)上的取值，而 t /∈ N(s)，所以把 t处的值改为 0不改变它，即它等于 P(ωB∪{s})/P(ωB)。
因此方括号为 0。

注 在 S = {1, . . . , n}（最近邻图）上，马尔可夫随机场恰好是（非时齐的）马氏链在时间上“双向”的刻画。在无
限格点 Zd 上，Gibbs 测度由局部条件分布（DLR 方程）定义，可能不唯一——这就是相变现象（例如 d ≥ 2 时
低温 Ising 模型），见 Kemeny–Snell–Knapp 第 12 章。
例 8.7 (Gibbs抽样) 马尔可夫随机场的局部条件分布容易计算（只涉及邻居），而 P 本身含有难以计算的归一化
常数。下面的马氏链给出从 P 中近似抽样的方法：在构形空间 Ω =WS 上，每一步均匀地随机选取一个格点 s，
并按条件分布 P(Xs = · | Xt = ωt, t 6= s) 重新抽取 ωs。其转移矩阵为

Q(ω, ω′) =
1

|S|
∑
s∈S

1{ω′=ω于S\{s}}
P(ω′)∑

w∈W P(ωs,w)
,

其中 ωs,w 为把 ω 在 s处的值改为 w的构形。由于分母在 ω 与 ω′ 互换时不变，P(ω)Q(ω, ω′) = P(ω′)Q(ω′, ω)：P
是可逆测度。P处处为正，故任意两个构形可以通过逐点修改相互到达，链不可约；Q(ω, ω) > 0，链非周期。由定
理 7.22，从任意初始构形出发，链在时刻 n的分布在全变差意义下收敛到 P；由遍历定理 7.19，1

n

∑
k<n g(Yk) →∑

ω g(ω)P(ω) a.s.
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第三部分

布朗运动与随机分析



第 9章 高斯过程与布朗运动

布朗运动是最重要的连续时间随机过程。它同时是高斯过程、马氏过程、鞅，并且是随机游走的标度极限。
本章先发展高斯空间与高斯白噪声的语言，然后构造布朗运动，研究其路径性质，证明强马氏性与反射原理。

9.1 高斯空间与高斯过程

定义 9.1

♣

L2(Ω,F ,P)的闭线性子空间H若只由中心化高斯变量组成，称为高斯空间。随机过程 (Xt)t∈T 称为（中心

化）高斯过程，若对任意 t1, . . . , tn ∈ T，(Xt1 , . . . , Xtn)是（中心化）高斯向量。其协方差函数为 Γ(s, t) =

Cov(Xs, Xt)。

引理 9.2

♥

若 Xn ∼ N (0, σ2
n) 且 Xn → X 于 L2，则 X ∼ N (0, σ2)，σ2 = limσ2

n。因此若 (Xt) 是中心化高斯过程，

则 {Xt} 张成的闭线性子空间是高斯空间。

证明 σ2
n = EX2

n → EX2，E[eiξXn ] = e−σ
2
nξ

2/2 → E[eiξX ]（L2 收敛蕴含依分布收敛）。由定理 2.11即得。{Xt}
的有限线性组合都是中心化高斯的，其 L2 极限也是。

定理 9.3

♥

设 H 为高斯空间，(Hi)i∈I 为其闭子空间族。则 σ-代数族 (σ(Hi))i∈I 独立，当且仅当 Hi 两两正交。若

K ⊂ H 为闭子空间，X ∈ H，则 E[X | σ(K)] = pK(X)（正交投影），且 X − pK(X) 与 σ(K) 独立。

证明 独立蕴含正交（推论 3.5）。反之，若 Hi两两正交，任取有限个 i1, . . . , in与 Y k1 , . . . , Y
k
pk

∈ Hik，这些变量合

起来是高斯向量（它们都在高斯空间 H中，任意线性组合都是高斯的），不同组之间协方差为 0，由命题 3.17(4)，
各组独立。形如 {(Y1, . . . , Yp) ∈ B}（Yj ∈ Hi）的事件构成生成 σ(Hi)的 π-系，由命题 3.2得独立。第二个论断：
X − pKX ∈ H与 K正交，由第一部分它与 σ(K)独立，故 E[X|σ(K)] = pKX + E[X − pKX] = pKX。

命题 9.4

♠

设 Γ : T × T → R 对称且半正定（对一切 t1, . . . , tn 与 c ∈ Rn，
∑
j,k cjckΓ(tj , tk) ≥ 0）。则存在以 Γ 为协

方差函数的中心化高斯过程。

证明 对有限 J ⊂ T 令 µJ = N (0, (Γ(s, t))s,t∈J)（命题 3.17(2)）。高斯向量的子向量仍是高斯向量，协方差矩阵
是相应子矩阵，故 (µJ)相容。由 Kolmogorov扩张定理 3.11得到 RT 上的测度，坐标过程即为所求。

9.2 高斯白噪声

定义 9.5

♣

设 (E, E , µ)为 σ-有限测度空间。以 µ为强度的高斯白噪声是从 L2(E, E , µ)到某个高斯空间的线性等距映

射 G。对 A ∈ E，µ(A) <∞，记 G(A) = G(1A) ∼ N (0, µ(A))。

若 A1, . . . , An 两两不交，则 1Ak
两两正交，从而 G(A1), . . . , G(An) 独立（定理 9.3）；若 A =

⋃
k Ak（可数

不交并，µ(A) <∞），则 G(A) =
∑
kG(Ak) 于 L2。



9.3 前布朗运动

命题 9.6

♠
若 L2(E, E , µ) 可分，则以 µ为强度的高斯白噪声存在。

证明 取 L2(µ)的（可数）标准正交基 (en)与独立同分布的 ξn ∼ N (0, 1)（推论 3.9）。令 G(f) =
∑
n〈f, en〉ξn，

级数在 L2(P)中收敛（(ξn)是 L2(P)中的标准正交系），E[G(f)G(g)] =
∑
n〈f, en〉〈g, en〉 = 〈f, g〉。G的值域包

含于 {ξn}张成的闭子空间，后者是高斯空间（引理 9.2）。
L2(R+,B(R+), dt) 是可分的（有理端点区间的示性函数的有理线性组合稠密）。

9.3 前布朗运动

定义 9.7

♣
设 G是 R+ 上以 Lebesgue 测度为强度的高斯白噪声。过程 Bt = G([0, t])，t ≥ 0，称为前布朗运动。

命题 9.8

♠

对实过程 (Bt)t≥0，以下等价：

1. (Bt) 是前布朗运动（即与上述定义中的过程有相同的有限维分布）；

2. (Bt) 是中心化高斯过程，协方差 E[BsBt] = s ∧ t；
3. B0 = 0 a.s.，且对任意 0 = t0 < t1 < · · · < tn，增量Bt1 −Bt0 , . . . , Btn −Btn−1 独立，Btk −Btk−1

∼
N (0, tk − tk−1)。

此时 (Bt1 , . . . , Btn) 有密度

pt1(x1)pt2−t1(x2 − x1) · · · ptn−tn−1(xn − xn−1), pt(x) =
1√
2πt

e−x
2/(2t).

证明 (1)⇒(2)：E[G([0, s])G([0, t])] = 〈1[0,s],1[0,t]〉 = s ∧ t。(2)⇒(3)：增量构成高斯向量，协方差可直接计算：
E[(Btk −Btk−1

)(Btj −Btj−1)] = (tk − tk−1)1{j=k}，用命题 3.17(4)。(3)⇒(1)：(3)决定了 (Bt1 , . . . , Btn)的分布

（它是独立增量的线性像），而前布朗运动满足 (3)。密度由增量的独立性与线性变量替换得到。

命题 9.9 (不变性)

♠

若 B 是前布朗运动，则以下过程也是：−Bt；λ−1Bλ2t（λ > 0）；Bs+t−Bs（s ≥ 0 固定）；tB1/t（t > 0），

0（t = 0）。

证明 它们都是中心化高斯过程，用命题 9.8(2)验证协方差：例如 E[sB1/s tB1/t] = st( 1s ∧
1
t ) = s ∧ t。

对 f ∈ L2(R+)，G(f) 记为
∫∞
0
f(s)dBs（Wiener 积分）；它是 N (0, ‖f‖22) 变量，并且 G(f) 只依赖于前布朗

运动 B：对阶梯函数 f =
∑
ai1(ti−1,ti]，G(f) =

∑
ai(Bti −Bti−1)，再取 L2 极限。

9.4 路径的连续性与布朗运动的构造

定义 9.10

♣
过程 X̃ 称为 X 的修正，若对每个 t，P(X̃t = Xt) = 1。X̃ 与 X 称为不可区分，若 P(X̃t = Xt, ∀t) = 1。

修正具有相同的有限维分布。两个路径右连续（或左连续）的过程若互为修正，则不可区分（在可数稠密集
上一致，再由连续性）。
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9.4 路径的连续性与布朗运动的构造

定理 9.11 (Kolmogorov连续性准则)

♥

设 I ⊂ R 为有界区间，(Xt)t∈I 取值于完备度量空间 (E, d)。若存在 q, ε, C > 0 使

E[d(Xs, Xt)
q] ≤ C|t− s|1+ε ∀s, t ∈ I,

则 X 有一个修正 X̃，其路径对每个 α ∈ (0, ε/q) 是局部 α-Hölder 连续的：a.s. 存在 Kα(ω) < ∞ 使

d(X̃s, X̃t) ≤ Kα|t− s|α，s, t ∈ I。

证明 不妨 I = [0, 1]。令 Dn = {k2−n : 0 ≤ k ≤ 2n}，D =
⋃
nDn。由Markov不等式，

P
(
d(X(k−1)2−n , Xk2−n) > 2−nα

)
≤ C2nqα2−n(1+ε),

对 k求和得 P(maxk d(X(k−1)2−n , Xk2−n) > 2−nα) ≤ C2−n(ε−qα)，关于 n可和。由 Borel–Cantelli，a.s.存在 n0(ω)

使 n ≥ n0 时 maxk d(X(k−1)2−n , Xk2−n) ≤ 2−nα。于是K ′(ω) := supn 2
nαmaxk d(X(k−1)2−n , Xk2−n) <∞ a.s.

二进制点上的 Hölder 估计。设 s < t 属于 D，2−p−1 < t − s ≤ 2−p。对 k ≥ p + 1 令 sk = d2kse2−k，
tk = b2ktc2−k。则 sk ↓ s，tk ↑ t，且当 k 充分大时 sk = s，tk = t；sk − sk+1 与 tk+1 − tk 属于 {0, 2−k−1}；
tp+1− sp+1是 2−p−1的整数倍，且属于 (t− s− 2−p, t− s] ⊂ (−2−p−1, 2−p]，故 sp+1与 tp+1之间至多相隔Dp+1

的两步。由三角不等式，

d(Xs, Xt) ≤
∑
k≥p+1

d(Xsk+1
, Xsk) + d(Xsp+1

, Xtp+1
) +

∑
k≥p+1

d(Xtk , Xtk+1
) ≤ 2K ′

∑
k≥p+1

2−kα ≤ cαK
′|t− s|α.

因此在 {K ′ < ∞}上，t 7→ Xt 在 D 上是 α-Hölder的，从而一致连续，可以唯一地延拓为 [0, 1]上的连续函数

X̃t = lims→t,s∈DXs（E 完备）；在 {K ′ = ∞}上令 X̃t = x0 为固定点。X̃ 满足同样的 Hölder估计。
修正。对固定的 t，取 sn ∈ D，sn → t。由假设Xsn → Xt依概率，而Xsn → X̃t a.s.，故 X̃t = Xt a.s.。最

后，对每个 α取可数个 αk ↑ ε/q即得“对一切 α”。

定义 9.12

♣
实过程 (Bt)t≥0 称为布朗运动（从 0 出发），若它是前布朗运动且其所有路径 t 7→ Bt(ω) 连续。

定理 9.13

♥
布朗运动存在。并且布朗运动的路径对每个 α < 1

2 是局部 α-Hölder 连续的。

证明 设 B 为前布朗运动。Bt − Bs ∼ N (0, t − s)，故 E|Bt − Bs|q = cq|t − s|q/2。对 q > 2 应用定理 9.11
（ε = q/2 − 1），在每个 [0, N ]上得到连续修正，它们在交集上不可区分，粘合（并在一个零测集上令路径为 0）

得到 R+ 上的连续修正，它的路径对一切 α < 1
2 − 1

q 局部 Hölder，令 q → ∞。修正有相同的有限维分布。
注 [Lévy–Ciesielski构造]另一种常见的构造直接给出连续路径。令h0 = 1[0,1]，hn,k = 2n/2(1[(k−1)2−n,(k− 1

2 )2
−n)−

1[(k− 1
2 )2

−n,k2−n))（Haar 函数，构成L2[0, 1]的标准正交基），s(t) =
∫ t
0
h(u)du（Schauder 函数）。对独立标准正态的

ξ0, ξn,k，令Bt = ξ0s0(t)+
∑
n≥0

∑
k≤2n ξn,ksn,k(t)。由于同一层的 sn,k 支撑不交且 ‖sn,k‖∞ = 2−n/2−1，第 n层的

和的一致范数不超过 2−n/2−1 maxk|ξn,k|；而由引理 9.22 与 Borel–Cantelli，a.s. 最终maxk|ξn,k| ≤
√
4n。故级数 a.s.

一致收敛，B连续。它正是 [0, 1]上以 Haar 基构造的白噪声（命题 9.6）所给的前布朗运动G([0, t]) =
∑

〈1[0,t], h〉ξ。

令 C(R+,Rd) 配度量 d(w,w′) =
∑
n≥1 2

−n(supt≤n|w(t) − w′(t)| ∧ 1)（局部一致收敛拓扑），它是 Polish
空间（多项式在有理系数下的逼近给出可数稠密集；完备性来自一致极限的连续性）。

引理 9.14

♥
C(R+,Rd) 的 Borel σ-代数等于由坐标映射 w 7→ w(t)（t ≥ 0）生成的 σ-代数 C。

证明 坐标映射连续，故 C ⊂ B。反之，对固定 w0，w 7→ d(w,w0)是 C -可测的，因为 supt≤n|w(t) − w0(t)| =
supt∈[0,n]∩Q|w(t)− w0(t)|。于是开球属于 C，而可分度量空间中每个开集是可数个开球之并。

若 B 是布朗运动，则 ω 7→ (Bt(ω))t≥0 是取值于 C(R+,R) 的随机变量（引理 9.14 与引理 1.2），其分布 W
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9.5 路径性质

称为 Wiener 测度。由于 C 由柱集（π-系）生成，W 由有限维分布唯一决定，即不依赖于 B 的具体构造。在
(C(R+,R),B,W ) 上，坐标过程 Xt(w) = w(t) 是布朗运动，称为典范布朗运动。

定义 9.15

♣

d 维布朗运动是 B = (B1, . . . , Bd)，其中 B1, . . . , Bd 为独立的布朗运动。对 x ∈ Rd，x + B 称为从 x 出

发的布朗运动，其在 C(R+,Rd) 上的分布记为 Px（或Wx）。

d维布朗运动的增量独立，Bt − Bs ∼ N (0, (t− s)Id)，密度为 pt−s(y) = (2π(t− s))−d/2e−|y|2/(2(t−s))。由
于 N (0, tId) 在正交变换下不变，对 d× d正交矩阵 O，OB 仍是 d维布朗运动。

9.5 路径性质
令 FB

t = σ(Bs, s ≤ t)，FB
0+ =

⋂
t>0 FB

t 。

定理 9.16 (Blumenthal 0-1律)

♥
对 A ∈ FB

0+，P(A) ∈ {0, 1}。

证明 设 0 < t1 < · · · < tk，g 有界连续，A ∈ FB
0+。对 0 < ε < t1，Btj − Bε（j ≤ k）与 FB

ε ⊃ FB
0+ 独立（独

立增量与分组引理），故 E[1Ag(Bt1 − Bε, . . . , Btk − Bε)] = P(A)E[g(. . . )]。令 ε → 0，由路径连续性与控制收

敛，E[1Ag(Bt1 , . . . , Btk)] = P(A)E[g(Bt1 , . . . , Btk)]。因此 FB
0+ 与 σ(Bt, t > 0)独立（命题 3.2与命题 2.4）。而

B0 = limt↓0Bt，故 σ(Bt, t > 0) = σ(Bt, t ≥ 0) ⊃ FB
0+，A与自身独立。

推论 9.17

♥

a.s. 对一切 ε > 0，sup0≤s≤εBs > 0 且 inf0≤s≤εBs < 0。对 a ∈ R，Ta = inf{t ≥ 0 : Bt = a} < ∞ a.s.。
a.s. lim supt→∞Bt = +∞，lim inft→∞Bt = −∞。

证明 令 εk ↓ 0。事件A =
⋂
k{sups≤εk Bs > 0}属于FB

0+（上确界可沿有理点取），且 P(A) = limP(sups≤εk Bs >
0) ≥ lim supP(Bεk > 0) = 1

2，故 P(A) = 1；对 −B 同理。由此 P(sups≤1Bs > δ) ↑ 1（δ ↓ 0）。由标度不变性，

P(sups≤1Bs > δ) = P(sups≤δ−2 Bs > 1)，故 P(sups≥0Bs > 1) = 1，再由标度 P(supsBs > M) = 1对一切M。

对 −B 同理。路径连续，由介值定理 Ta <∞；lim supBt = +∞由 supB = +∞与有界区间上路径有界得到。

命题 9.18 (二次变差)

♠

设 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t为 [0, t]的分割序列，网眼 δn = maxi(t
n
i −tni−1) → 0。则

∑
i(Btni −Btni−1

)2 →
t于 L2。因此 a.s. 布朗运动的路径在任何区间上都不是有界变差的，在任何区间上都不单调。

证明 各项 (∆iB)2− (tni − tni−1)独立、中心化，方差为 2(tni − tni−1)
2。故 E[(

∑
i(∆iB)2− t)2] = 2

∑
i(t

n
i − tni−1)

2 ≤
2tδn → 0。若路径在 [a, b]上有界变差 V，则

∑
(∆iB)2 ≤ V maxi|∆iB| → 0（一致连续性），与沿某子列 a.s.收

敛到 b− a > 0矛盾（对有理区间 [a, b]及二进制分割取子列，取可数并）。单调函数是有界变差的。

注 沿二进制分割 ti = it2−n，收敛还是 a.s. 的：记Qn =
∑
i≤2n(Bti−Bti−1)

2，上面的方差为 2t22−n，由 Chebyshev
不等式与 Borel–Cantelli 引理，

∑
n P(|Qn − t| > ε) ≤

∑
n 2t

22−n/ε2 <∞。

9.6 强马氏性与反射原理
本节暂时使用如下定义（第 10 章将系统地讨论）：取值于 [0,∞] 的随机变量 T 称为关于滤子 (Ft) 的停时，

若对一切 t ≥ 0，{T ≤ t} ∈ Ft；FT = {A ∈ F∞ : A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft, ∀t}，其中 F∞ = σ(
⋃
t Ft)。若 T 是停时，

则 {T < t} =
⋃
n{T ≤ t− 1/n} ∈ Ft，且 T 是 FT -可测的。

例 9.1 Ta = inf{t : Bt = a} 是 (FB
t )-停时：由路径连续，{Ta ≤ t} = {infs∈[0,t]∩Q|Bs − a| = 0}。
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9.6 强马氏性与反射原理

定理 9.19 (强马氏性)

♥

设 B 为 d维布朗运动，T 为 (FB
t )-停时，P(T <∞) > 0。则在 P(· | T <∞) 下，过程 B

(T )
t = BT+t−BT

是布朗运动，且与 FB
T 独立。

证明 先看确定性时刻 s：由独立增量，B(s) 是布朗运动且与 FB
s 独立（π-λ 论证）。令 Tn = (b2nT c + 1)2−n

（T = ∞时 Tn = ∞），则 Tn ↓ T，Tn > T。对A ∈ FB
T ，A∩{Tn = k2−n} = A∩{(k−1)2−n ≤ T < k2−n} ∈ FB

k2−n。

设 F : (Rd)m → R有界连续，0 ≤ s1 < · · · < sm。则

E[1A∩{T<∞}F (B
(Tn)
s1 , . . . , B(Tn)

sm )] =
∑
k

E[1A∩{Tn=k2−n}F (B
(k2−n)
s1 , . . . )] = P(A∩{T <∞})E[F (Bs1 , . . . , Bsm)].

令 n→ ∞，由路径连续性 B
(Tn)
s → B

(T )
s ，由控制收敛，等式对 T 成立。取 A = Ω知 B(T ) 在 P(·|T <∞)下的

有限维分布与布朗运动相同（且路径连续）；一般的 A给出独立性（命题 2.4、3.2）。

推论 9.20 (马氏性的函数形式)

♥

设 B 为从 x 出发的典范布朗运动（在 (C(R+,Rd),Px) 上），θt 为平移 θtw = w(t + ·)，T 为 (FB
t )-停时，

F 为 C(R+,Rd) 上的非负可测函数。则

Ex[1{T<∞}F ◦ θT | FB
T ] = 1{T<∞}EBT

[F ].

证明 F ◦ θT = F (BT +B(T ))，BT 是 FB
T -可测的（见第 10章命题 10.6；对连续过程可直接由 BT = limBTn

验

证），B(T ) 与 FB
T 独立且为布朗运动，由冻结引理 5.5。

定理 9.21 (反射原理)

♥

设 B 为一维布朗运动，St = sups≤tBs。则对 t > 0，a ≥ 0，b ≤ a，

P(St ≥ a,Bt ≤ b) = P(Bt ≥ 2a− b).

因此 St
(d)
= |Bt|，(St, Bt) 有密度 2(2a−b)√

2πt3
exp(− (2a−b)2

2t )1{a>0,b<a}；且对 a > 0，Ta 有密度

fTa
(t) =

a√
2πt3

e−a
2/(2t)1{t>0}.

证明 {St ≥ a} = {Ta ≤ t}。令 B′ = B(Ta)，由定理 9.19，B′ 与 Ta 独立，故 (Ta, B
′)

(d)
= (Ta,−B′)。由于

(s, w) 7→ w(s)在 R+ × C(R+,R)上连续，

P(Ta ≤ t, Bt ≤ b) = P(Ta ≤ t, B′
t−Ta

≤ b− a) = P(Ta ≤ t,−B′
t−Ta

≤ b− a)

= P(Ta ≤ t, Bt ≥ 2a− b) = P(Bt ≥ 2a− b),

最后一步因为 2a−b ≥ a且Bt ≥ a蕴含 Ta ≤ t。取 b = a：P(St ≥ a) = P(St ≥ a,Bt < a)+P(Bt ≥ a) = 2P(Bt ≥
a) = P(|Bt| ≥ a)（P(Bt = a) = 0）。对 a, b求导得联合密度。P(Ta ≤ t) = P(|Bt| ≥ a) = P(|B1| ≥ a/

√
t)，对 t

求导得密度。

注 [随机游走的标度极限] 若 Sn 为中心化、方差为 1 的随机游走，由中心极限定理（应用于独立增量），

(n−1/2S⌊nt1⌋, . . . , n
−1/2S⌊ntk⌋)

(d)−−−→ (Bt1 , . . . , Btk).

Donsker 不变原理进一步断言整个折线过程依分布收敛到布朗运动（定理 10.18）；这解释了为什么布朗运动是
“普适”的。
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9.7 更多的路径性质

9.7 更多的路径性质

引理 9.22 (高斯尾估计)

♥
设 N ∼ N (0, 1)，φ(x) = e−x

2/2/
√
2π。则对 x > 0， x

1+x2φ(x) ≤ P(N > x) ≤ φ(x)
x 。

证明 上界：P(N > x) ≤
∫∞
x

y
xφ(y)dy = φ(x)/x。下界：g(x) = x

1+x2φ(x)满足 g′(x) = −φ(x)
(
1 − 2

(1+x2)2

)
≥

−φ(x)，g(∞) = 0，故 g(x) ≤
∫∞
x
φ。

定理 9.23 (重对数律)

♥

设 B 为一维布朗运动，h(t) =
√
2t log log t（t > e）。则 a.s.

lim sup
t→∞

Bt
h(t)

= 1, lim inf
t→∞

Bt
h(t)

= −1.

由时间反演（命题 9.9），a.s. lim supt↓0Bt/
√
2t log log(1/t) = 1。

证明 上界。固定 ε > 0，取 q > 1 使 (1 + ε)2/q > 1。令 tn = qn。由反射原理与引理 9.22，对 x ≥
√
t，

P(St > x) = 2P(Bt > x) ≤ e−x
2/(2t)。取 x = (1 + ε)h(tn−1)，t = tn：

P
(
Stn > (1 + ε)h(tn−1)

)
≤ exp

(
− (1 + ε)2

q
log log tn−1

)
=
(
(n− 1) log q

)−(1+ε)2/q
,

关于 n可和。由 Borel–Cantelli，a.s.对充分大的 n，Stn ≤ (1 + ε)h(tn−1)；于是对 t ∈ [tn−1, tn]，Bt ≤ Stn ≤
(1 + ε)h(t)（h递增）。故 lim supBt/h(t) ≤ 1 + ε。

下界。固定 ε ∈ (0, 1)，取 q很大使 (1− ε)2 q
q−1 < 1且 2/

√
q < ε。增量∆n = Btn −Btn−1

∼ N (0, tn− tn−1)

独立。令 yn = (1− ε)h(tn)/
√
tn − tn−1，则

y2n
2 = (1− ε)2 q

q−1 log(n log q)。由引理 9.22，P(∆n > (1− ε)h(tn)) ≥
c
yn

e−y
2
n/2 ≥ c′√

log n
n−(1−ε)2q/(q−1)，不可和。由 Borel–Cantelli第二引理，a.s.无穷多次∆n > (1− ε)h(tn)。由上

界（应用于 −B），a.s.最终 Btn−1
≥ −2h(tn−1) ≥ − 2+o(1)√

q h(tn)。故无穷多次 Btn ≥ (1 − ε − 2√
q − o(1))h(tn)，

lim supBt/h(t) ≥ 1− 2ε。lim inf 由对称性。

定理 9.24 (Paley–Wiener–Zygmund)

♥a.s. 布朗运动的路径处处不可微。

证明 只需考虑 [0, 1]。若路径在某个 s ∈ [0, 1) 处可微，则存在整数 M 与 n0，使对 |t − s| ≤ 4/n（n ≥ n0），

|Bt−Bs| ≤M |t−s|。令 k = bsnc+1，则对 j = k, k+1, k+2，|B(j+1)/n−Bj/n| ≤ |B(j+1)/n−Bs|+|Bs−Bj/n| ≤ 8M
n 。

因此路径属于

AM,n =
⋃
k≤n

k+2⋂
j=k

{
|B(j+1)/n −Bj/n| ≤

8M

n

}
对一切充分大的 n。由独立增量与 P(|B1/n| ≤ 8M/n) = P(|N | ≤ 8M/

√
n) ≤ 8M/

√
n，P(AM,n) ≤ (n +

1)(8M/
√
n)3 → 0。故 P(lim infnAM,n) ≤ lim inf P(AM,n) = 0，对可数个M 取并即得（在 s = 1处的左可微性

类似处理）。

定理 9.25 (Lévy连续模)

♥

令 ϕ(h) =
√
2h log(1/h)。则 a.s.

lim sup
h↓0

sup
0≤t≤1−h

|Bt+h −Bt|
ϕ(h)

= 1.

证明 下界。固定 ε ∈ (0, 1)，xn = (1− ε)
√
2n log 2。由独立增量与引理 9.22，

P
(
max
k<2n

|B(k+1)2−n −Bk2−n | ≤ (1− ε)ϕ(2−n)
)
=
(
1− P(|N | > xn)

)2n ≤ exp
(
− 2nP(N > xn)

)
,
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9.7 更多的路径性质

而 2nP(N > xn) ≥ c
xn

2n(1−(1−ε)2) ≥ 2nε/2（n大），右边可和。由 Borel–Cantelli，a.s.对充分大的 n，存在 k使

|B(k+1)2−n −Bk2−n | > (1− ε)ϕ(2−n)。

上界。固定 ε > 0，取 δ ∈ (0, 12 ) 使 (1 − δ)(1 + ε)2 > 1 + 2δ。考虑事件 En：存在 0 ≤ j < k ≤ 2n，

m = k − j ≤ 2nδ+1，使 |Bk2−n − Bj2−n | > (1 + ε)ϕ(m2−n)。由引理 9.22，P(|N | > (1 + ε)
√
2 log(2n/m)) ≤

(m2−n)(1+ε)
2 ≤ 2−n(1−δ)(1+ε)

2

（n大，m ≤ 2nδ+1），故 P(En) ≤ 2n · 2nδ+1 · 2−n(1−δ)(1+ε)2，可和。于是 a.s.存
在 n0，n ≥ n0 时 En 不发生。

设 0 ≤ t < t+h ≤ 1，h很小，取 n使 2−(n+1)(1−δ) < h ≤ 2−n(1−δ)，并设 n ≥ n0。令 j = d2nte，k = b2n(t+h)c
（若 k ≤ j，下面的论证更简单）。则m = k − j ≤ h2n ≤ 2nδ，由 En不发生，|Bk2−n −Bj2−n | ≤ (1 + ε)ϕ(h)（ϕ

在 (0, e−1)上递增）。t与 j2−n的差可以写成各层Di（i > n）中至多一步之和（如定理 9.11的证明），每一步的
增量 ≤ (1 + ε)ϕ(2−i)（Ei不发生，m = 1），故 |Bt −Bj2−n | ≤ 2

∑
i>n ϕ(2

−i) ≤ Cϕ(2−n)；对 t+ h同理。由于

ϕ(2−n)/ϕ(h) ≤ C ′2−nδ/2
√
n/(n(1− δ)) → 0，对充分小的 h，|Bt+h −Bt| ≤ (1 + 2ε)ϕ(h)。

命题 9.26 (最后零点的反正弦律)

♠
令 gt = sup{s ≤ t : Bs = 0}。则 gt/t服从反正弦分布：P(gt ≤ s) = 2

π arcsin
√
s/t，0 ≤ s ≤ t。

证明 对 x 6= 0，由反射原理，Px(T0 > u) = P0(Su < |x|) = P(|B′
u| < |x|)，B′为独立的布朗运动。由马氏性（在

时刻 s），

P(gt ≤ s) = P(B 在(s, t]中无零点) = E[PBs
(T0 > t− s)] = P(

√
t− s|N1| <

√
s|N2|),

N1, N2 独立标准正态。N1/N2 服从 Cauchy分布（(N1, N2)的旋转不变性：辐角均匀分布），故

P(gt ≤ s) =
2

π
arctan

√
s

t− s
=

2

π
arcsin

√
s

t
.

命题 9.27 (布朗桥)

♠

令 bt = Bt − tB1，t ∈ [0, 1]。则 (bt) 是中心化高斯过程，协方差 s ∧ t − st，路径连续，b0 = b1 = 0，

且 (bt)t≤1 与 B1 独立。因此对 C([0, 1],R) 上的非负可测 F 与 x ∈ R，令 Φ(x) = E[F ((bt + tx)t≤1)]，则

E[F (B) | B1] = Φ(B1)：b是“以 B1 = 0 为条件的布朗运动”。

证明 (bt1 , . . . , btn , B1) 是 (Bt1 , . . . , Btn , B1) 的线性像，是高斯向量；Cov(bt, B1) = t − t = 0，Cov(bs, bt) =

s ∧ t− st− st+ st。由定理 9.3，σ(bt, t ≤ 1)与 B1 独立。B = b+ ·B1，由冻结引理 5.5即得。
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第 10章 滤子与连续时间鞅

本章把第 6 章的离散鞅理论推广到连续时间。核心思想是：对路径右连续的过程，几乎所有结论都可以通
过可数稠密集（二进制有理数）上的离散鞅与极限论证得到。我们还证明鞅的正则化定理，并给出布朗运动的
若干应用。

10.1 滤子与过程

定义 10.1

♣

概率空间 (Ω,F ,P) 上的滤子是 F 的子 σ-代数的递增族 (Ft)t≥0。记 F∞ = σ(
⋃
t Ft)，Ft+ =

⋂
s>t Fs。若

Ft+ = Ft 对一切 t，称滤子右连续。若 F0 包含 F 的所有 P-零集，称滤子完备。右连续且完备的滤子称

为满足通常条件。

给定滤子 (Ft)，令 N 为 F 的零集全体，F ′
t = σ(Ft+,N )，则 (F ′

t) 满足通常条件（
⋂
s>t σ(Fs+,N ) =

σ(Ft+,N )：若 A 属于左边，对每个 n 取 An ∈ F(t+1/n)+ 使 A4An 是零集，则 lim supAn ∈ Ft+ 且与 A 只
差零集）。它称为 (Ft) 的通常增广。

定义 10.2

♣

过程 X = (Xt)t≥0（取值于可测空间 E）称为适应的，若每个 Xt 是 Ft-可测的；称为循序可测的，若对

每个 t，映射 (s, ω) 7→ Xs(ω) 在 [0, t]× Ω 上关于 B([0, t])⊗Ft 可测。

命题 10.3

♠取值于度量空间的适应过程，若路径都右连续（或都左连续），则它是循序可测的。

证明 固定 t，令 Xn
s = Xmin(⌈2ns/t⌉t2−n,t)（右连续情形），s ∈ [0, t]。Xn 在每个区间 ((k − 1)t2−n, kt2−n]上取

常值Xkt2−n，且Xn
0 = X0，故 (s, ω) 7→ Xn

s (ω)是 B([0, t])⊗Ft-可测的；由右连续性Xn
s → Xs，可测函数的逐

点极限可测（对度量空间值函数：{X ∈ F} =
⋂
k

⋃
m

⋂
n≥m{d(Xn, F ) < 1/k}，F 闭）。左连续情形用 b·c。

10.2 停时

定义 10.4

♣

取值于 [0,∞] 的随机变量 T 称为停时，若 {T ≤ t} ∈ Ft 对一切 t ≥ 0 成立。FT = {A ∈ F∞ : A ∩ {T ≤
t} ∈ Ft, ∀t ≥ 0}。

命题 10.5

♠

1. 若滤子右连续，则 T 是停时当且仅当 {T < t} ∈ Ft 对一切 t > 0 成立。

2. 若S, T 是停时，则S∧T，S∨T 是停时；若S ≤ T，则FS ⊂ FT；T 是FT -可测的；{S ≤ T} ∈ FS∩FT。
3. 若 (Tn) 是停时序列，则 supn Tn 是停时；若滤子右连续，则 infn Tn 是停时，并且当 Tn ↓ T 时

FT =
⋂
n FTn

。

4. 若 T 是停时，则 Tn = (b2nT c+1)2−n（T = ∞ 时 Tn = ∞）是取值于 2−nN∪{∞} 的停时，Tn ↓ T，

Tn > T 于 {T <∞}，且 FT ⊂ FTn
。

证明 (1)若 {T < s} ∈ Fs 对一切 s，则 {T ≤ t} =
⋂
n{T < t + 1/n} ∈ Ft+ = Ft；反之 {T < t} =

⋃
n{T ≤

t−1/n}。(2) {S∧T ≤ t} = {S ≤ t}∪{T ≤ t}等。若A ∈ FS，S ≤ T，则A∩{T ≤ t} = (A∩{S ≤ t})∩{T ≤ t}。



10.3 连续时间鞅

{T ≤ s} ∩ {T ≤ t} = {T ≤ s∧ t} ∈ Ft。对 {S ≤ T}：{S ≤ T} ∩ {T ≤ t} = {S ≤ t} ∩ {T ≤ t} ∩ {S ∧ t ≤ T ∧ t}，
而 S ∧ t，T ∧ t是 Ft-可测的（因为 {S ∧ t ≤ u}对 u < t等于 {S ≤ u} ∈ Fu，对 u ≥ t是 Ω）；类似地处理

{S ≤ T}∩{S ≤ t}。(3) {supTn ≤ t} =
⋂
{Tn ≤ t}；{inf Tn < t} =

⋃
{Tn < t}，用 (1)。若 Tn ↓ T，FT ⊂

⋂
FTn

由 (2)；反之若 A ∈
⋂
n FTn

，则 A∩{T < t} =
⋃
n(A∩{Tn < t}) ∈ Ft，由 (1)的论证（应用于 A∩{·}）A ∈ FT。

(4) {Tn ≤ k2−n} = {T < k2−n} ∈ Fk2−n；对 A ∈ FT，A ∩ {Tn ≤ k2−n} = A ∩ {T < k2−n} ∈ Fk2−n。

命题 10.6

♠
若 X 循序可测，T 是停时，则 XT1{T<∞} 是 FT -可测的，停止过程 XT

t = XT∧t 循序可测。

证明 映射 ω 7→ (T (ω) ∧ t, ω)从 (Ω,Ft)到 ([0, t] × Ω,B([0, t]) ⊗ Ft)可测，与 (s, ω) 7→ Xs(ω)复合得 XT∧t 是

Ft-可测的。于是 {XT ∈ B} ∩ {T ≤ t} = {XT∧t ∈ B} ∩ {T ≤ t} ∈ Ft。第二个论断类似：(s, ω) 7→ (T (ω)∧ s, ω)
在 [0, t]× Ω上可测。

命题 10.7 (首中时)

♠

设 X 是取值于度量空间 E 的适应过程。

1. 若 X 路径连续，F ⊂ E 闭，则 TF = inf{t ≥ 0 : Xt ∈ F} 是停时。

2. 若 X 路径右连续，滤子右连续，U ⊂ E 开，则 TU = inf{t ≥ 0 : Xt ∈ U} 是停时。

证明 (1) {TF ≤ t} = {infs∈[0,t]∩Q∪{t} d(Xs, F ) = 0}（连续路径在紧区间上的像是紧集，d(·, F )连续）。(2)由右
连续性，{TU < t} =

⋃
s∈[0,t)∩Q{Xs ∈ U} ∈ Ft，用命题 10.5(1)。

10.3 连续时间鞅

定义 10.8

♣

适应可积实过程 (Xt)t≥0 称为鞅（上鞅、下鞅），若对 s ≤ t，E[Xt | Fs] = Xs（≤，≥）。设 B 是适应于

(Ft) 的 d维布朗运动；若对一切 s ≤ t，Bt −Bs 与 Fs 独立，称 B 为 (Ft)-布朗运动。

布朗运动关于其自然滤子是 (FB
t )-布朗运动；由于独立性在添加零集后保持，它关于 (FB

t ) 的完备化也是。
由定理 9.16 的证明（把时刻 0 换为 s），Bt −Bs 与 FB

s+ 独立，因此布朗运动关于 (FB
t ) 的通常增广也是 (Ft)-布

朗运动。以后我们总可以假设布朗运动的滤子满足通常条件。
注 定理 9.19 及推论 9.20 的证明只用到“Bs+· − Bs 是布朗运动且与 Fs 独立”以及停时的二进制逼近，因此它们
对任何 (Ft)-布朗运动与任何 (Ft)-停时 T 同样成立（把 FB 换成 F）。以后我们在这种一般形式下使用强马氏性。
例 10.1 若 B 是一维 (Ft)-布朗运动，则 Bt，B2

t − t，exp(θBt − θ2t/2)（θ ∈ R）都是鞅。例如 E[eθBt | Fs] =
eθBsE[eθ(Bt−Bs)] = eθBs+θ

2(t−s)/2。

命题 10.9 (Doob不等式)

♠

设 X 是路径右连续的下鞅，t > 0。

1. 若 X 是鞅或非负下鞅，λ > 0，则 λP(sups≤t|Xs| ≥ λ) ≤ E|Xt|。
2. 若 X 是鞅或非负下鞅，p > 1，则 E[sups≤t|Xs|p] ≤ ( p

p−1 )
pE|Xt|p。

证明 令 Dn = {kt2−n : 0 ≤ k ≤ 2n}。由右连续性，sups≤t|Xs| = limn ↑ maxs∈Dn
|Xs|。对离散鞅 (Xs)s∈Dn

用

定理 6.8（以 λ′ < λ代替 λ，处理严格与非严格不等式）与定理 6.12，再用单调收敛。

引理 10.10 (反向上鞅)

♥

设 (Gn)n≤0 如定义于第 6 章反向鞅处，(Xn)n≤0 适应可积，E[Xn+1 | Gn] ≤ Xn，且 supn≤0 E[Xn] < ∞。

则 (Xn) 一致可积，并且当 n→ −∞ 时 a.s. 且于 L1 收敛。
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10.4 连续时间的可选停止定理

证明 a.s.收敛：与定理 6.20的证明相同，用上穿不等式 (b− a)E[U (N)] ≤ E[(X0 − a)−]。一致可积：X−是下鞅

（x 7→ x−凸不增），故 EX−
n ≤ EX−

0 ，于是 supn E|Xn| = supn(EXn+2EX−
n ) <∞。EXn随 n ↓ −∞递增且有界，

给定 ε > 0取 k ≤ 0使 EXn ≤ EXk + ε对 n ≤ k成立。对 n ≤ k，A ∈ Gn，上鞅性质给出 E[Xn1A] ≥ E[Xk1A]。

于是

E[|Xn|1{|Xn|>λ}] = E[Xn]− E[Xn1{Xn≤λ}]− E[Xn1{Xn<−λ}]

≤ E[Xk] + ε− E[Xk1{Xn≤λ}]− E[Xk1{Xn<−λ}] ≤ E[|Xk|1{|Xn|>λ}] + ε.

由于 P(|Xn| > λ) ≤ supm E|Xm|/λ一致地小，右边对充分大的 λ一致地 ≤ 2ε。有限个 n ∈ (k, 0]不影响一致可

积性。L1 收敛由 Vitali定理。

定理 10.11 (正则化定理)

♥

设滤子满足通常条件，X 是上鞅，且 t 7→ E[Xt] 右连续。则X 有一个修正 X̃，其路径右连续且有左极限

（càdlàg），并且 X̃ 是 (Ft)-上鞅。特别地，满足通常条件的滤子下的每个鞅都有 càdlàg 修正。

证明 令 D 为非负二进制有理数集。固定 T ∈ N∗。对 D ∩ [0, T ] 的有限子集 {s0 < · · · < sn} 上的离散上
鞅，由定理 6.7（停止于首次 ≥ λ的时刻）得 λP(maxiXsi ≥ λ) ≤ EX0 + EX−

T，由定理 6.8用于下鞅 X− 得

λP(maxiX
−
si ≥ λ) ≤ EX−

T；由定理 6.10，对 [a, b]的上穿次数的期望 ≤ E[(XT − a)−]/(b− a)。取有限子集递增

到D∩ [0, T ]，由单调收敛：a.s. sups∈D∩[0,T ]|Xs| <∞，且对一切有理 a < b，(Xs)s∈D∩[0,T ]的上穿次数有限。设

N 为使上述性质对某个 T 不成立的 ω的集合，P(N) = 0，N ∈ F（从而 N ∈ F0）。

对 ω /∈ N，由引理 6.9的论证，对每个 t ≥ 0，lims↓t,s∈DXs(ω)与（t > 0时）lims↑t,s∈DXs(ω)存在且有限。

令 X̃t(ω) = lims↓t,s∈DXs(ω)（ω /∈ N），X̃t = 0（ω ∈ N）。容易验证 X̃ 的路径是 càdlàg的（右极限函数在每点
右连续，且在每点有左极限）。X̃t 是 Ft+ = Ft-可测的。

取 sn ∈ D，sn ↓ t。(Xsn)关于 (Fsn)是反向上鞅，EXsn ≤ EXt，由引理 10.10，Xsn → X̃t于 L1。于是对

A ∈ Ft，E[Xt1A] ≥ E[Xsn1A] → E[X̃t1A]，即Xt ≥ X̃t a.s.（X̃t是 Ft-可测的）。而 EX̃t = limEXsn = EXt（右

连续性），故 Xt = X̃t a.s.。修正与原过程的上鞅性质相同。

定理 10.12 (收敛定理)

♥

设X 是路径右连续的上鞅，supt E[X
−
t ] <∞。则Xt 当 t→ ∞ 时 a.s. 收敛到X∞ ∈ L1。对路径右连续的

鞅 X，以下等价：(1) X 一致可积；(2) Xt a.s. 且于 L1 收敛；(3) 存在 Z ∈ L1 使 Xt = E[Z | Ft] 对一切 t

成立。此时 X∞ = E[Z | F∞]。

证明 对右连续函数 f，若 lim inft→∞ f(t) < a < b < lim supt→∞ f(t)，由右连续性可以把相应的时间点稍向右

移到 D中，于是 f |D 对 [a, b]有无穷多次上穿。由离散情形的上穿不等式与单调收敛，X|D 对每个有理区间只
有有限次上穿，故 Xt a.s.收敛；有限性与可积性由 Fatou引理。其余部分与定理 6.15的证明完全相同。

10.4 连续时间的可选停止定理

定理 10.13 (可选停止定理)

♥

设 X 是路径右连续的一致可积鞅，X∞ = limXt。则对任何停时 T，XT = E[X∞ | FT ]；对停时 S ≤ T，

E[XT | FS ] = XS。若 X 是路径右连续的鞅（不必一致可积），S ≤ T 是有界停时，则 XT ∈ L1 且

E[XT | FS ] = XS。

证明 设 Tn如命题 10.5(4)。(Xk2−n)k∈N是关于 (Fk2−n)的一致可积离散鞅，Tn是其停时（取值于 2−nN∪{∞}），
由定理 6.17，XTn

= E[X∞ | FTn
]。由右连续性 XTn

→ XT a.s.。(XTn
)关于递减的 (FTn

)是反向鞅（塔性质），

由定理 6.20，收敛也在 L1 中。对 A ∈ FT ⊂ FTn
，E[X∞1A] = E[XTn

1A] → E[XT1A]；而 XT 是 FT -可测的
（命题 10.6与 10.3）。第二个论断由塔性质。若 T ≤ K 有界，把第一部分用于一致可积鞅 (Xt∧K)t≥0（它等于

61



10.5 Skorokhod 嵌入与 Donsker 不变原理

E[XK | Ft∧K ]）。

推论 10.14

♥
若 X 是路径右连续的鞅，T 是停时，则停止过程 XT = (Xt∧T ) 是鞅。

证明 对 s ≤ t，由定理 10.13（有界停时 s ∧ T ≤ t ∧ T），E[Xt∧T | Fs∧T ] = Xs∧T。对 A ∈ Fs，A ∩ {T >

s} ∈ Fs∧T（检查 A ∩ {T > s} ∩ {s ∧ T ≤ u}），故 E[Xt∧T1A∩{T>s}] = E[Xs∧T1A∩{T>s}]；而在 {T ≤ s}上
Xt∧T = Xs∧T = XT1{T≤s}，后者 Fs-可测。

定理 10.15 (非负上鞅的可选停止)

♥
设 X 是路径右连续的非负上鞅，X∞ = limXt。则对停时 S ≤ T，E[XT | FS ] ≤ XS。

证明 取 Sn, Tn为 S, T 的二进制逼近，Sn ≤ Tn。由定理 6.18，对A ∈ FS ⊂ FSn，E[XTn1A] ≤ E[XSn1A]。(XSn)

关于 (FSn)是反向上鞅（再次由定理 6.18），期望 ≤ EX0，由引理 10.10，XSn → XS 于 L1。对左边用 Fatou引
理。

例 10.2 (布朗运动的首中时与离出时) 设 B 是一维 (Ft)-布朗运动，B0 = 0。
1. 对 a > 0，λ > 0，令 θ =

√
2λ。鞅Mt = exp(θBt∧Ta

−λ(t∧Ta)) 取值于 [0, eθa]，由推论 10.14 与定理 10.13
（有界鞅一致可积），E[M∞] = 1。由于 Ta <∞ a.s.（推论 9.17），M∞ = eθa−λTa，故 E[e−λTa ] = e−a

√
2λ。

2. 对 a, b > 0，T = inf{t : Bt /∈ (−a, b)}。停止鞅 BT 有界，E[BT ] = 0，故 P(BT = b) = a
a+b。对鞅 B2

t − t

用有界停时 T ∧ n：E[T ∧ n] = E[B2
T∧n]，令 n→ ∞，得 E[T ] = E[B2

T ] = ab。

10.5 Skorokhod嵌入与 Donsker不变原理
本节把第 7 章的随机游走与布朗运动联系起来（GTM 295 第 14.1 节，Kemeny–Snell–Knapp 第 7.6 节）：适

当标度后，随机游走的整条路径依分布收敛到布朗运动。

定理 10.16 (Skorokhod嵌入)

♥

设 µ是 R 上的概率测度，
∫
xµ(dx) = 0，

∫
x2µ(dx) = σ2 <∞。设 B 为一维布朗运动，(U, V ) 是与 B 独

立的随机向量，其分布为

ν(du, dv) =
v − u

c
µ(du)µ(dv)1{u<0<v} + µ({0})δ(0,0)(du, dv), c =

∫
(0,∞)

v µ(dv).

令 T = inf{t ≥ 0 : Bt /∈ (U, V )}（U = V = 0 时 T = 0）。则 BT ∼ µ，E[T ] = σ2。

证明（若 µ = δ0则平凡，下设 c > 0。）由
∫
xµ(dx) = 0，c =

∫
(−∞,0)

(−u)µ(du)。ν的总质量为 1
c

(
µ((−∞, 0))c+

c µ((0,∞))
)
+µ({0}) = 1。令 Gt = σ(U, V,Bs, s ≤ t)（完备化后右连续化），B是 (Gt)-布朗运动，T 是 (Gt)-停时。

给定 (U, V ) = (u, v)，u < 0 < v，由例 10.2(2)（应用于平移后的区间）与冻结引理，P(BT = v | U, V ) = −u
v−u，

E[T | U, V ] = −uv = E[B2
T | U, V ]。于是对 Borel集 A ⊂ (0,∞)，

P(BT ∈ A) =

∫∫
u<0<v

v − u

c
· −u
v − u

1A(v)µ(du)µ(dv) = µ(A),

对 A ⊂ (−∞, 0)同理，而 P(BT = 0) = µ({0})。最后 ET = E[B2
T ] = σ2。

推论 10.17

♥

在上述条件下，存在布朗运动W 与停时序列 0 = T0 ≤ T1 ≤ T2 ≤ · · ·，使得 (WTk
−WTk−1

, Tk−Tk−1)k≥1

独立同分布，WT1 ∼ µ，ET1 = σ2。特别地 (WTk
)k≥0 是步长分布为 µ的随机游走。

证明 取布朗运动W 与独立同分布于 ν的 (Uk, Vk)k≥1（彼此独立且与W 独立）。令 T1为定理中用 (U1, V1)构造

的时刻，Tk = Tk−1 + inf{t : WTk−1+t −WTk−1
/∈ (Uk, Vk)}。关于滤子 Gt = σ((Uk, Vk)k,Ws, s ≤ t)，W 仍是布
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10.5 Skorokhod 嵌入与 Donsker 不变原理

朗运动，Tk 是停时。由强马氏性，W
(Tk−1)是与 GTk−1

独立的布朗运动，而 (Uk, Vk)也与二者独立（它与 GTk−1

及W 都独立，且 (Uj , Vj)j≥k 与 σ((Uj , Vj)j<k,W )独立），故第 k段与前面各段独立且与第一段同分布。

定理 10.18 (Donsker不变原理)

♥

设 (ξk) 独立同分布，Eξ1 = 0，Eξ21 = 1，Sn = ξ1 + · · ·+ ξn。令 S
(n)
t = n−1/2

(
S⌊nt⌋ +(nt−bntc)ξ⌊nt⌋+1

)
，

t ∈ [0, 1]（线性插值）。则在C([0, 1],R)（一致范数）中S(n) (d)−−−→ B，即对一切有界连续F : C([0, 1],R) → R，

EF (S(n)) → EF (B)。

证明 由于 S(n) 的分布只依赖于 (ξk) 的分布，可以在推论 10.17 的空间上取 ξk = WTk
− WTk−1

。令 B
(n)
t =

n−1/2Wnt，它是布朗运动。则 S
(n)
k/n = B

(n)
Tk/n
。

由强大数定律，Tk/k → 1 a.s.，从而 δn := maxk≤n|Tk−k|/n→ 0 a.s.（若 ak/k → 1，则对 ε > 0，maxk≤n|ak−
k| ≤ maxk≤K |ak − k|+ εn）。对 η > 0与 ε > 0，

P
(
max
k≤n

|S(n)
k/n −B

(n)
k/n| > ε

)
≤ P(δn > η) + P

(
sup

s,t≤2,|s−t|≤η
|B(n)
s −B

(n)
t | > ε

)
,

（在 {δn ≤ η}上 Tk/n ≤ 1 + η ≤ 2）。右边第二项不依赖于 n（B(n) 都是布朗运动），且由路径的一致连续性当

η → 0时趋于 0；第一项当 n→ ∞时趋于 0。对 t ∈ [k/n, (k + 1)/n]，S
(n)
t 位于 S

(n)
k/n 与 S

(n)
(k+1)/n 之间，故

sup
t≤1

|S(n)
t −B

(n)
t | ≤ max

k≤n
|S(n)
k/n −B

(n)
k/n|+ 2 sup

s,t≤2,|s−t|≤1/n

|B(n)
s −B

(n)
t |,

同理依概率趋于 0。由于 B(n) (d)
= B，对有界 Lipschitz的 F，|EF (S(n))−EF (B)| = |EF (S(n))−EF (B(n))| → 0

（如命题 4.10(1)），由定理 4.8即得。

引理 10.19 (连续映射)

♥

设 Xn
(d)−−−→ X（取值于度量空间 E），Ψ : E → R 可测，其不连续点集 DΨ 包含于一个 X-零的 Borel 集。

则 Ψ(Xn)
(d)−−−→ Ψ(X)。

证明 设 DΨ ⊂ N，P(X ∈ N) = 0。对闭集 F ⊂ R，Ψ−1(F ) ⊂ Ψ−1(F ) ∪N（若 wk → w，Ψ(wk) ∈ F 且 Ψ在

w处连续，则 Ψ(w) ∈ F）。由定理 4.8(3)，lim supP(Ψ(Xn) ∈ F ) ≤ P(X ∈ Ψ−1(F )) ≤ P(Ψ(X) ∈ F )。

推论 10.20

♥
在定理 10.18 的条件下，n−1/2 maxk≤n Sk

(d)−−−→ |N |，N ∼ N (0, 1)。

证明 Ψ(w) = supt≤1 w(t)连续，Ψ(S(n)) = n−1/2 maxk≤n Sk；由引理 10.19与反射原理 supt≤1Bt
(d)
= |B1|。
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第 11章 连续半鞅

随机积分的被积“积分子”是连续半鞅：连续局部鞅与有限变差过程之和。本章研究这两类过程，核心结果是
连续局部鞅二次变差的存在性与刻画。

本章及以后各章中，除非特别说明，滤子 (Ft) 总满足通常条件。

11.1 有限变差过程

定义 11.1

♣

适应过程 A = (At)t≥0 称为有限变差过程，若 A0 = 0，且每条路径 t 7→ At(ω) 连续并在每个有界区间上

有界变差（第 1.6 节）。若其路径还不减，称为增过程。

记 Vt = VA(t) 为全变差过程。由连续性，Vt 可以沿 [0, t] 的有理分割取上确界得到，故 V 是连续增过程。由
命题 1.17，A = 1

2 (V +A)− 1
2 (V −A) 是两个增过程之差。

命题 11.2

♠

设 A是有限变差过程，H 循序可测，且 a.s. 对一切 t，
∫ t
0
|Hs|dVs <∞。则 (H ·A)t =

∫ t
0
HsdAs（在例外

零集上令其为 0）是有限变差过程，且其全变差为
∫ t
0
|Hs|dVs 的上界所控制。

证明 路径连续是因为 dA无原子。适应性：固定 t，令H为满足“ω 7→
∫ t
0
h(s, ω)dA

(i)
s (ω)是 Ft-可测的”（A(1) =

1
2 (V +A)，A(2) = 1

2 (V −A)）的有界 B([0, t])⊗Ft-可测函数 h全体。它包含 h = 1[0,u](s)1Γ(ω)（u ≤ t，Γ ∈ Ft），
因为此时积分为 1ΓA

(i)
u ；这些函数构成 π-系（并含常数 1），生成 B([0, t])⊗Ft，且H对单调有界极限封闭。由

定理 1.8，H包含一切有界可测函数；对一般 H 截断后用单调/控制收敛。变差的估计由命题 1.17。

11.2 连续局部鞅

定义 11.3

♣

连续适应过程M 称为连续局部鞅，若存在停时序列 Tn ↑ ∞，使对每个 n，MTn −M0 = (Mt∧Tn
−M0)t≥0

是一致可积鞅。称 (Tn) 约化M。

（这里不要求M0 可积。）

命题 11.4

♠

设M 为连续局部鞅。

1. 连续鞅是连续局部鞅。

2. 对任意停时 T，MT 是连续局部鞅。若 (Tn) 约化M，Sn ↑ ∞ 为停时，则 (Tn ∧ Sn) 也约化M。

3. Tn = inf{t : |Mt −M0| ≥ n} 约化M，且MTn −M0 有界。

4. 若M ≥ 0 且M0 ∈ L1，则M 是上鞅。

5. 若存在 Z ∈ L1 使 |Mt| ≤ Z 对一切 t成立，则M 是一致可积鞅。

证明 (1)取 Tn = n（Mn是鞅 E[Mn|Ft∧n]，一致可积）。(2)由推论 10.14，一致可积鞅的停止过程是一致可积鞅
（XS

t = E[X∞|FS∧t]，定理 10.13）。(3)设 (Sk)约化M，N =M −M0。由 (2)，NTn∧Sk 是鞅，且以 n为界；令

k → ∞，由控制收敛NTn 是有界鞅。(4)设 (Tn)约化M。对 s ≤ t，Ms∧Tn
= E[Mt∧Tn

| Fs]（M0可积），由条件



11.3 二次变差

Fatou引理Ms ≥ E[Mt | Fs]，再取期望知Mt 可积。(5)由条件控制收敛，Ms = limn E[Mt∧Tn |Fs] = E[Mt|Fs]；
一致可积性由命题 4.4(1)。
注 连续局部鞅即使一致可积也未必是鞅。第 14 章中三维布朗运动 B 的 1/|Bt|（B0 6= 0）就是一个严格局部鞅
的例子。

定理 11.5

♥

若M 是连续局部鞅且是有限变差过程（或者更一般地，M −M0 是有限变差过程），则Mt =M0 对一切

t a.s. 成立。

证明 不妨M0 = 0。令 Tn = inf{t : Vt ≥ n}，则 |MTn | ≤ V Tn ≤ n，MTn 是有界鞅（命题 11.4(5)），只需证
MTn = 0。记 N =MTn，固定 t与分割 0 = t0 < · · · < tp = t。由鞅增量的正交性，

E[N2
t ] = E

[∑
i

(Nti −Nti−1)
2
]
≤ E

[
nmax

i
|Nti −Nti−1 |

]
.

当网眼→ 0，由路径一致连续性与控制收敛（被积函数 ≤ 2n2），右边→ 0。故 Nt = 0 a.s.，由连续性对一切 t

成立。

11.3 二次变差

定理 11.6 (二次变差)

♥

设M 为连续局部鞅。存在唯一（不计不可区分）的增过程 〈M,M〉 使M2 − 〈M,M〉 是连续局部鞅。并且

对每个 t > 0 及 [0, t] 的任意分割序列 0 = tn0 < · · · < tnpn = t，若网眼 → 0，则
pn∑
i=1

(Mtni
−Mtni−1

)2
P−−→ 〈M,M〉t.

〈M,M〉 称为M 的二次变差，也记为 〈M〉。

证明 唯一性：若 A,A′都满足要求，则 A−A′ = (M2 −A′)− (M2 −A)是有限变差的连续局部鞅，由定理 11.5
为 0。

第一步：有界鞅。设M0 = 0，|Mt| ≤ K 对一切 t，M 是鞅。固定 T > 0。对 [0, T ]的分割 ∆ = {0 = t0 <

· · · < tp = T}，令

X∆
t =

p∑
i=1

Mti−1
(Mti∧t −Mti−1∧t), t ∈ [0, T ].

X∆ 是连续鞅（每一项在 [ti−1, ti]上是鞅变换），且由裂项恒等式

M2
t − 2X∆

t =

p∑
i=1

(Mti∧t −Mti−1∧t)
2. (11.1)

引理：对 [0, T ]的任意分割，Q∆ :=
∑
i(Mti−Mti−1)

2满足E[(Q∆)2] ≤ 12K4。事实上，记∆i =Mti−Mti−1，

由正交性 E[
∑
j>i∆

2
j | Fti ] = E[(MT −Mti)

2 | Fti ] ≤ 4K2，于是

E[(Q∆)2] =
∑
i

E[∆4
i ] + 2

∑
i

E
[
∆2
i

∑
j>i

∆2
j

]
≤ 4K2E[Q∆] + 8K2E[Q∆],

而 E[Q∆] = E[M2
T ] ≤ K2。

Cauchy性。设∆,∆′为两个分割，∆′′ = ∆ ∪∆′ = {s0 < · · · < sq}。对 s ∈ [0, T ]记 ℓ∆(s)为∆中 < s的最

大点（s = 0时为 0）。则 X∆
T −X∆′

T =
∑
j(Mℓ∆(sj) −Mℓ∆′ (sj))(Msj −Msj−1

)，由正交性与 Cauchy–Schwarz，

E[(X∆
T −X∆′

T )2] = E
[∑

j

(Mℓ∆(sj) −Mℓ∆′ (sj))
2(Msj −Msj−1)

2
]
≤ E[η4]1/2E[(Q∆′′

)2]1/2,

其中 η = sup{|Mu −Mv| : u, v ≤ T, |u− v| ≤ |∆| ∨ |∆′|}（|∆|表示网眼）。由路径一致连续性与控制收敛，当网
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11.4 两个局部鞅的括号

眼→ 0时 E[η4] → 0。由 Doob不等式（命题 10.9），E[supt≤T (X∆
t −X∆′

t )2] ≤ 4E[(X∆
T −X∆′

T )2]。

因此对任一网眼→ 0的分割序列∆n，X
∆n 在“L2中关于 [0, T ]上一致范数”的意义下是 Cauchy列；取子

列使
∑
k E[supt(X

∆nk+1

t −X∆nk
t )2]1/2 <∞，则 a.s.X∆nk 在 [0, T ]上一致收敛到连续过程 Y，且X∆n → Y 于上

述意义；Y 是鞅（L2极限）。极限不依赖于序列（两个序列交错得到的序列也收敛）。若取∆n逐次加细，由 (11.1)，
M2 − 2X∆n 在∆n的分点上不减；分点的并在 [0, T ]中稠密，故连续过程M2 − 2Y 不减。令 〈M〉t =M2

t − 2Yt

（t ≤ T），则 〈M〉是增过程，M2 − 〈M〉 = 2Y 是鞅，且由 (11.1)，
∑
i(Mtni

−Mtni−1
)2 = M2

T − 2X∆n

T → 〈M〉T
于 L2。由唯一性，不同 T 给出的过程在公共区间上一致，于是得到 R+ 上的 〈M〉。
第二步：一般情形。先设M0 = 0。令 Tn = inf{t : |Mt| ≥ n}，MTn是有界鞅。由唯一性，〈MTn+1〉Tn = 〈MTn〉

（因为 (MTn+1)2 − 〈MTn+1〉在 Tn 处停止后仍是鞅），故可以定义 〈M〉t = 〈MTn〉t（t ≤ Tn）。(M2 − 〈M〉)Tn =

(MTn)2−〈MTn〉是鞅，故M2−〈M〉是连续局部鞅。最后，在 {Tn ≥ t}上
∑
i(∆iM)2 =

∑
i(∆iM

Tn)2，于是对

ε > 0，P(|
∑
i(∆iM)2 − 〈M〉t| > ε) ≤ P(Tn < t) + P(|

∑
i(∆iM

Tn)2 − 〈MTn〉t| > ε)，先取 n大，再让网眼→ 0。

最后，若M0 6= 0，令 N =M −M0，〈M〉 := 〈N〉。则M2 − 〈M〉 = (N2 − 〈N〉) + 2M0N +M2
0，而M0N

是连续局部鞅：令 Tn = inf{t : |Nt| ≥ n}，Sn = 0于 {|M0| > n}、Sn = ∞于其补（{|M0| > n} ∈ F0，故 Sn是

停时），则 (M0N)Tn∧Sn =M01{|M0|≤n}N
Tn 是有界鞅。增量平方和只涉及 N 的增量。

例 11.1 若 B 是一维 (Ft)-布朗运动，则 〈B〉t = t（B2
t − t是鞅；与命题 9.18 一致）。

命题 11.7

♠

设M 为连续局部鞅，M0 = 0。

1. 对任意停时 T，〈MT 〉 = 〈M〉T。
2. M 是 L2 有界鞅当且仅当 E[〈M〉∞] <∞；此时M2 − 〈M〉 是一致可积鞅，E[M2

∞] = E[〈M〉∞]。

3. 若 E[〈M〉t] <∞ 对一切 t成立，则M 是鞅，E[M2
t ] = E[〈M〉t]。

4. a.s. 对一切 0 ≤ a < b：M 在 [a, b] 上为常数当且仅当 〈M〉b = 〈M〉a。特别地，〈M〉 ≡ 0 当且仅当

M ≡ 0。

5. a.s. 在 {〈M〉∞ <∞} 上，limt→∞Mt 存在且有限。

证明 (1) (MT )2 − 〈M〉T = (M2 − 〈M〉)T 是连续局部鞅，用唯一性。(2)若M 是 L2 有界鞅，由 Doob不等式
E[suptM2

t ] ≤ 4 supt EM2
t < ∞。令 Tn = inf{t : 〈M〉t ≥ n}；(M2 − 〈M〉)Tn 被 suptM

2
t + n控制，是一致可积

鞅（命题 11.4(5)），故 E[〈M〉Tn
] = E[M2

Tn
] ≤ E[supM2]，单调收敛得 E〈M〉∞ < ∞。反之，若 E〈M〉∞ < ∞，

令 Sn = inf{t : |Mt| ≥ n}，则 MSn 有界，E[M2
t∧Sn

] = E[〈M〉t∧Sn ] ≤ E〈M〉∞；由 Doob 不等式与单调收敛，
E[sups≤t∧Sn

M2
s ] ≤ 4E〈M〉∞，令 n → ∞，E[suptM2

t ] < ∞，于是M 被可积变量控制，是一致可积鞅（命题

11.4(5)），L2 有界；M2 − 〈M〉被 supM2 + 〈M〉∞ 控制，同样是一致可积鞅。(3)把 (2)用于M t。(4)若M 在

[a, b]上为常数，由定理 11.6中的逼近（取包含 a, b为分点的分割），〈M〉b − 〈M〉a 是 0的依概率极限。对固定

的 a，Nt = Ma+t −Ma 是关于 (Fa+t)的连续局部鞅，〈N〉t = 〈M〉a+t − 〈M〉a。令 T = inf{t : 〈N〉t > 0}，则
〈NT 〉 = 0，由 (2)，E[(NT

t )
2] = 0，故M 在 [a, a+T ]上为常数。对一切有理 a同时成立；对一般的 a < b用有理

数从右逼近 a及连续性。(5)令 Tn = inf{t : 〈M〉t ≥ n}，由 (2)，MTn 是 L2有界鞅，a.s.收敛；在 {〈M〉∞ < n}
上M =MTn。

11.4 两个局部鞅的括号

定义 11.8

♣
对连续局部鞅M,N，定义括号 〈M,N〉 = 1

4 (〈M +N〉 − 〈M −N〉)。

66



11.5 连续半鞅

命题 11.9

♠

(1) 〈M,N〉 是唯一（不计不可区分）的有限变差过程，使 MN − 〈M,N〉 是连续局部鞅。(2) 对网眼

→ 0 的分割序列，
∑
i(Mti − Mti−1

)(Nti − Nti−1
)

P−−→ 〈M,N〉t。(3) (M,N) 7→ 〈M,N〉 对称双线性；

〈MT , N〉 = 〈MT , NT 〉 = 〈M,N〉T。(4) 若 M,N 是 L2 有界鞅，则 MN − 〈M,N〉 是一致可积鞅，

E[M∞N∞] = E[M0N0] + E[〈M,N〉∞]。

证明 (1)由极化恒等式MN = 1
4 ((M +N)2 − (M −N)2)；唯一性由定理 11.5。(2)对和式用极化恒等式。(3)双

线性由 (2)；〈MT , N〉：由 (2)，
∑

∆iM
T∆iN 与

∑
∆iM

T∆iN
T 在 T 之后的项为 0，在 T 之前相同（含 T 的那

一项的差趋于 0）。(4)由命题 11.7(2)与极化。
例 11.2 若 B = (B1, . . . , Bd) 是 d 维 (Ft)-布朗运动，则 〈Bi, Bj〉t = δijt：对 i 6= j，BiBj 是鞅（Bit − Bis 与
Bjt −Bjs 独立且都与 Fs 独立）。

命题 11.10 (Kunita–Watanabe不等式)

♠

设M,N 为连续局部鞅，V 为 〈M,N〉 的全变差过程，H,K 为可测过程。则 a.s.∫ ∞

0

|Hs||Ks|dVs ≤
(∫ ∞

0

H2
sd〈M〉s

)1/2(∫ ∞

0

K2
sd〈N〉s

)1/2
.

证明 对有理数 r与 s < t，〈M+rN〉t−〈M+rN〉s = (〈M〉t−〈M〉s)+2r(〈M,N〉t−〈M,N〉s)+r2(〈N〉t−〈N〉s) ≥ 0

a.s.；对可数个 (r, s, t)同时成立，由连续性对一切实数 r与 s < t成立，故判别式非正：|〈M,N〉t − 〈M,N〉s| ≤
(〈M〉t−〈M〉s)1/2(〈N〉t−〈N〉s)1/2。对 [s, t]的分割求和并用Cauchy–Schwarz，Vt−Vs ≤ (〈M〉t−〈M〉s)1/2(〈N〉t−
〈N〉s)1/2 ≤ 1

2 (λ(〈M〉t − 〈M〉s) + λ−1(〈N〉t − 〈N〉s))对一切 λ > 0成立。

固定这样的 ω与 T > 0，记 µ = dV，α = d〈M〉，β = d〈N〉（[0, T ]上的有限无原子测度）。上式说明测度
1
2 (λα+λ−1β)−µ在每个区间 (s, t]上非负，从而在每个开集（区间的可数不交并）上非负，由命题 1.14（外正则
性）在每个 Borel集 A上非负。对 λ取下确界得 µ(A) ≤ α(A)1/2β(A)1/2。若 |H| =

∑
i hi1Ai，|K| =

∑
i ki1Ai

（Ai 不交），则由 Cauchy–Schwarz，
∫
|H||K|dµ ≤

∑
i hikiα(Ai)

1/2β(Ai)
1/2 ≤ (

∑
i h

2
iα(Ai))

1/2(
∑
i k

2
i β(Ai))

1/2。

一般情形用简单函数从下逼近并用单调收敛，再令 T → ∞。

11.5 连续半鞅

定义 11.11

♣过程 X 称为连续半鞅，若 X = X0 +M +A，其中M 是M0 = 0 的连续局部鞅，A是有限变差过程。

由定理 11.5，这个分解是唯一的（不计不可区分）。对连续半鞅X = X0 +M +A，Y = Y0 +N +A′，定义
〈X,Y 〉 = 〈M,N〉。

命题 11.12

♠
对 [0, t] 的网眼 → 0 的分割序列，

∑
i(Xti −Xti−1

)(Yti − Yti−1
)

P−−→ 〈X,Y 〉t。

证明 展开后，含有限变差部分的交叉项被 VA(t)maxi|∆iN |之类的量控制，由路径一致连续性 a.s.趋于 0；剩

下的部分由命题 11.9(2)。
特别地，若 A是有限变差过程，X 是连续半鞅，则 〈A,X〉 = 0。

67



第 12章 随机积分与 Itô公式

本章构造关于连续半鞅的随机积分
∫ t
0
HsdXs，证明 Itô 公式，并给出它的主要推论：Lévy 对布朗运动的刻画、

Dambis–Dubins–Schwarz 时间变换定理、Burkholder–Davis–Gundy 不等式、布朗滤子中的鞅表示定理与 Girsanov
定理。滤子满足通常条件。

12.1 关于L2有界鞅的随机积分

令 H2 为满足 M0 = 0 的 L2 有界连续鞅全体（不可区分的过程视为相同）。由命题 11.7(2)，M∞ = limMt

存在，E[M2
∞] = E[〈M〉∞]。在 H2 上定义内积 (M,N)H2 = E[M∞N∞] = E[〈M,N〉∞]（命题 11.9(4)）。

命题 12.1

♠H2 是 Hilbert 空间。

证明 若 (M,M)H2 = 0，由 Doob不等式 E[suptM2
t ] ≤ 4E[M2

∞] = 0。完备性：若 (Mn)是 Cauchy列，由 Doob
不等式 E[supt(Mn

t −Mm
t )2] ≤ 4‖Mn −Mm‖2H2，取子列使 a.s.一致收敛，极限M 连续；Mt = limMn

t 于 L2，

故M 是鞅，且Mn →M 于 H2。

R+×Ω上的循序 σ-代数P 由使 1A循序可测的集合A组成；过程循序可测当且仅当它作为R+×Ω上的函
数是 P-可测的。对M ∈ H2，令L2(M) = L2(R+×Ω,P, dP d〈M〉)，即满足 ‖H‖2L2(M) := E[

∫∞
0
H2
sd〈M〉s] <∞

的循序可测过程 H（模去范数为零者）。
初等过程是形如

Hs(ω) =

p−1∑
i=0

H(i)(ω)1(ti,ti+1](s)

的过程，其中 0 = t0 < t1 < · · · < tp，H(i) 是有界 Fti -可测的。初等过程全体记为 E 。

命题 12.2

♠
对M ∈ H2，E 在 L2(M) 中稠密。

证明 设K ∈ L2(M)与 E 正交。由 Cauchy–Schwarz，E
∫∞
0

|Ks|d〈M〉s ≤ ‖K‖L2(M)E[〈M〉∞]1/2 <∞，故 Xt =∫ t
0
Ksd〈M〉s 是有限变差过程（命题 11.2）且 Xt ∈ L1。对 s < t 与有界 Fs-可测 F，与 F1(s,t] 正交意味着

E[F (Xt −Xs)] = 0，即X 是连续鞅。由定理 11.5，X = 0，于是 a.s.测度Ksd〈M〉s在一切区间上为零，从而为
零测度，即K = 0于 L2(M)。

引理 12.3

♥
设 Y 是适应、路径右连续的过程，对每个有界停时 T，YT ∈ L1 且 E[YT ] = E[Y0]。则 Y 是鞅。

证明 对 s < t，A ∈ Fs，T = s1A + t1Ac 是停时，E[YT ] = E[Yt]给出 E[Ys1A] = E[Yt1A]。

定理 12.4

♥

设M ∈ H2，H ∈ L2(M)。存在唯一的 H ·M ∈ H2，使得对一切 N ∈ H2，

〈H ·M,N〉 = H · 〈M,N〉. (12.1)

映射H 7→ H ·M 是从L2(M)到H2 的线性等距。若H ∈ E 如上，则 (H ·M)t =
∑
iH(i)(Mti+1∧t−Mti∧t)。

证明 （右边H · 〈M,N〉有意义：由 Kunita–Watanabe不等式，
∫
|H|dV⟨M,N⟩ ≤ (

∫
H2d〈M〉)1/2〈N〉1/2∞ <∞ a.s.。）



12.2 关于局部鞅与半鞅的随机积分

唯一性：若 X,X ′ 都满足 (12.1)，则 〈X −X ′, N〉 = 0对一切 N ∈ H2，取 N = X −X ′ 得 X = X ′（命题

11.7(4)）。
初等过程：令X =

∑
iH(i)(M

ti+1 −M ti)。每一项H(i)(M
ti+1 −M ti)是 L2有界连续鞅（它在 [0, ti]上为 0，

在 t ≥ ti时对Fti -可测有界因子提取），且由命题 11.9(3)与第 11章中括号的逼近公式，〈H(i)(M
ti+1 −M ti), N〉 =

H(i)(〈M,N〉ti+1 − 〈M,N〉ti)。求和得 (12.1)。特别地 ‖X‖2H2 = E[〈X〉∞] = E[(H2 · 〈M〉)∞] = ‖H‖2L2(M)。

延拓：由命题 12.2 与等距性，H 7→ H ·M 唯一延拓为 L2(M) → H2 的等距。验证 (12.1)：设 Hn ∈ E，

Hn → H 于 L2(M)，Xn = Hn ·M → X 于 H2。对 N ∈ H2，由 Kunita–Watanabe与 Cauchy–Schwarz，

E
[
|〈Xn −X,N〉∞|

]
≤ ‖Xn −X‖H2‖N‖H2 → 0, E

[ ∫ ∞

0

|Hn
s −Hs|dVs

]
≤ ‖Hn −H‖L2(M)‖N‖H2 → 0,

其中 V 为 〈M,N〉的全变差。因此 E[X∞N∞] = limE[Xn
∞N∞] = limE[(Hn · 〈M,N〉)∞] = E[(H · 〈M,N〉)∞]。

把这个等式用于 NT（T 为有界停时，〈M,NT 〉 = 〈M,N〉T）得 E[XTNT ] = E[X∞NT ] = E[(H · 〈M,N〉)T ]。由
引理 12.3，XN −H · 〈M,N〉是鞅，从而 〈X,N〉 = H · 〈M,N〉。

命题 12.5

♠

设M,N ∈ H2，H ∈ L2(M)，K ∈ L2(N)。

1. 〈H ·M,K ·N〉 = HK · 〈M,N〉；E[(H ·M)t] = 0，E[(H ·M)2t ] = E[
∫ t
0
H2
sd〈M〉s]。

2.（结合律）若K 循序可测且KH ∈ L2(M)，则K ∈ L2(H ·M) 且K · (H ·M) = (KH) ·M。

3.（停止）对停时 T，(H ·M)T = (H1[0,T ]) ·M = H ·MT。

证明 (1)两次应用 (12.1)。(2) 〈H ·M〉 = H2 · 〈M〉，故 E
∫
K2d〈H ·M〉 = E

∫
K2H2d〈M〉 < ∞。对 N ∈ H2，

〈K · (H ·M), N〉 = K · 〈H ·M,N〉 = K · (H · 〈M,N〉) = KH · 〈M,N〉（Stieltjes积分的结合律）。由唯一性得
证。(3)对 N ∈ H2，〈(H ·M)T , N〉 = 〈H ·M,N〉T = (H · 〈M,N〉)T = H1[0,T ] · 〈M,N〉，且 = H · 〈M,N〉T =

H · 〈MT , N〉 = 〈H ·MT , N〉。

12.2 关于局部鞅与半鞅的随机积分

对连续局部鞅M，令 L2
loc(M) 为满足“a.s. 对一切 t，

∫ t
0
H2
sd〈M〉s <∞”的循序可测过程 H 全体。

定理 12.6

♥

设 M 为连续局部鞅，H ∈ L2
loc(M)。存在唯一的连续局部鞅 H ·M，(H ·M)0 = 0，使得对一切连续局

部鞅 N，〈H ·M,N〉 = H · 〈M,N〉。若M ∈ H2，H ∈ L2(M)，它与定理 12.4 中的定义一致。命题 12.5
中的结合律与停止性质仍然成立。

证明 不妨 M0 = 0（〈M,N〉只依赖于 M −M0）。令 Tn = inf{t :
∫ t
0
(1 + H2

s )d〈M〉s ≥ n}，则 〈MTn〉∞ ≤ n，

MTn ∈ H2，H ∈ L2(MTn)。令Xn = H ·MTn。由命题 12.5(3)，(Xn+1)Tn = H ·MTn+1∧Tn = Xn，故可以定义

Xt = Xn
t（t ≤ Tn），X 是连续局部鞅（X

Tn = Xn）。对连续局部鞅 N，令 Sn = inf{t : |Nt −N0|+ 〈N〉t ≥ n}，
N ′ = NSn −N0 ∈ H2，Rn = Tn ∧ Sn。由 (12.1)与命题 11.9(3)，

〈X,N〉Rn = 〈Xn, N ′〉Rn = (H · 〈MTn , N ′〉)Rn = (H · 〈M,N〉)Rn ,

令 n→ ∞即得。唯一性同前。

定义 12.7

♣

设 X = X0 +M + A为连续半鞅。循序可测过程 H 称为局部有界的，若 a.s. 对一切 t，sups≤t|Hs| < ∞
（例如适应的连续过程）。对局部有界的 H，定义 H ·X = H ·M +H ·A，记为

∫ t
0
HsdXs。

H ·X 是连续半鞅，其局部鞅部分为H ·M。由前面的结果：(H,X) 7→ H ·X 双线性；K ·(H ·X) = (KH) ·X；
(H ·X)T = H1[0,T ] ·X = H ·XT；〈H ·X,K · Y 〉 = HK · 〈X,Y 〉。
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12.3 Itô 公式

引理 12.8

♥

设 H 局部有界，在 [0, s] 上为 0，Z 是 Fs-可测的实随机变量。则 (ZH) · X = Z(H · X)。特别地，对

0 ≤ s < t，(Z1(s,t]) ·X = Z(Xt −Xs)。

证明 有限变差部分是 Stieltjes积分的平凡性质。对局部鞅部分，记 Y = H ·M，它在 [0, s]上为 0。令 Rn = ∞
于 {|Z| ≤ n}，Rn = s于 {|Z| > n}，它是停时（{Rn ≤ t}对 t < s为空，对 t ≥ s为 {|Z| > n} ∈ Fs）。若
U 是在 [0, s]上为 0的连续局部鞅，则 ZU 也是：以 (Tk)约化 U 使 UTk 有界，则 (ZU)Tk∧Rn = Z1{|Z|≤n}U

Tk，

对 u ≤ t 直接验证 E[Z1{|Z|≤n}U
Tk
t | Fu] = Z1{|Z|≤n}U

Tk
u （u ≥ s 时提出 Fu-可测因子；u < s 时先对 Fs

取条件期望，得 Z1UTk
s = 0）。把这个事实用于 U = Y 与 U = Y N − 〈Y,N〉（N 为任意连续局部鞅），得

〈ZY,N〉 = Z〈Y,N〉 = ZH · 〈M,N〉，由唯一性 ZY = (ZH) ·M。

命题 12.9 (随机控制收敛定理)

♠

设 X 为连续半鞅，Hn,H 循序可测，Hn
s → Hs 对一切 s a.s. 成立，且 |Hn| ≤ K，K 局部有界。则对每

个 t，sups≤t|(Hn ·X)s − (H ·X)s|
P−−→ 0。

证明 有限变差部分：对每个 ω用控制收敛（关于 dVA）。局部鞅部分（不妨M0 = 0）：令 Tk = inf{s : 〈M〉s +∫ s
0
K2
ud〈M〉u ≥ k}，则MTk ∈ H2。由等距性与 Doob不等式，E[sups≤t∧Tk

((Hn −H) ·M)2s] ≤ 4E[
∫ t∧Tk

0
(Hn

s −
Hs)

2d〈M〉s] → 0（控制收敛：被积函数 ≤ 4K2，而 E
∫ Tk

0
K2d〈M〉 ≤ k）。而 P(Tk < t) → 0。

命题 12.10 (Riemann和逼近)

♠

设 X 为连续半鞅，H 是适应的连续过程。则对 [0, t] 的网眼 → 0 的分割序列，∑
i

Hti−1
(Xti −Xti−1

)
P−−→
∫ t

0

HsdXs.

证明 令Hn =
∑
iHti−1

1(ti−1,ti]。由引理 12.8，左边等于 (Hn ·X)t。H
n
s → Hs（s ∈ (0, t]），|Hn

s | ≤ supu≤s|Hu|，
用命题 12.9。

12.3 Itô公式

引理 12.11

♥

设 X,Y 为连续半鞅，h是适应的连续过程。则对 [0, t] 的网眼 → 0 的分割序列，∑
i

hti−1(Xti −Xti−1)(Yti − Yti−1)
P−−→
∫ t

0

hsd〈X,Y 〉s.

证明 由极化，只需考虑X = Y。首先，由恒等式
∑
i(∆iX)2 = X2

t −X2
0 − 2

∑
iXti−1∆iX、命题 11.12与命题

12.10，

X2
t = X2

0 + 2

∫ t

0

XsdXs + 〈X〉t,

特别地 X2 是连续半鞅。其次，由 (∆iX)2 = ∆i(X
2)− 2Xti−1

∆iX，∑
i

hti−1
(∆iX)2 =

∑
i

hti−1
∆i(X

2)− 2
∑
i

hti−1
Xti−1

∆iX
P−−→
∫ t

0

hd(X2)− 2

∫ t

0

hXdX =

∫ t

0

hd〈X〉,

其中收敛由命题 12.10（应用于半鞅 X2 与 X），最后的等式由 X2 的上述分解与结合律。

上面的证明给出了分部积分公式：对连续半鞅 X,Y，

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

XsdYs +

∫ t

0

YsdXs + 〈X,Y 〉t. (12.2)
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12.4 Lévy 刻画与 Dambis–Dubins–Schwarz 定理

（X = Y 时上面已证；一般情形对 X + Y 与 X − Y 应用后相减。）

定理 12.12 (Itô公式)

♥

设 X1, . . . , Xp 为连续半鞅，F ∈ C2(Rp)。则 a.s. 对一切 t ≥ 0，

F (Xt) = F (X0) +

p∑
i=1

∫ t

0

∂iF (Xs)dX
i
s +

1

2

p∑
i,j=1

∫ t

0

∂ijF (Xs)d〈Xi, Xj〉s.

证明 固定 t，取 [0, t]的网眼→ 0的分割序列。由 Taylor公式，

F (Xti)− F (Xti−1
) =

∑
j

∂jF (Xti−1
)∆iX

j +
1

2

∑
j,k

f jkn,i∆iX
j∆iX

k,

其中 f jkn,i = ∂jkF (Xti−1
+θn,i∆iX)，θn,i ∈ [0, 1]。对 i求和。由命题 12.10，第一项依概率收敛到

∑
j

∫ t
0
∂jF (Xs)dX

j
s。

由引理 12.11，
∑
i ∂jkF (Xti−1)∆iX

j∆iX
k →

∫ t
0
∂jkF (Xs)d〈Xj , Xk〉s。剩下的误差不超过

sup
i

max
j,k

|f jkn,i − ∂jkF (Xti−1
)| · 1

2

∑
i

(∑
j

|∆iX
j |
)2
,

第一个因子由 ∂jkF 在紧集上的一致连续性与路径的一致连续性 a.s.趋于 0，第二个因子依概率有界（命题 11.12）。
因此等式对固定的 t a.s.成立；两边都是连续过程，故 a.s.对一切 t成立。

注 若 F (t, x) 关于 t 是 C1、关于 x 是 C2 的，则 F (t,Xt) = F (0, X0) +
∫ t
0
∂tF (s,Xs)ds +

∑
i

∫ t
0
∂xi

FdXi
s +

1
2

∑
i,j

∫ t
0
∂xixjFd〈Xi, Xj〉s。证明相同：对 t方向只用一阶 Taylor 展开，误差项被 sup|∂tF (·)−∂tF (ti−1, Xti−1)| ·t

控制。类似地，若 F 只在开集 U ⊂ Rp 上是 C2 的，而 X 的路径取值于 U，则公式仍成立：令 Kn = {x ∈ U :

|x| ≤ n, d(x, U c) ≥ 1/n}，Tn 为X 离开Kn 的时刻（Tn ↑ ∞），取 χn ∈ C∞
c (U) 在Kn 上等于 1，对 C2(Rp) 函

数 χnF 与 XTn 应用定理即可。
例 12.1 (1) 对布朗运动，B2

t = 2
∫ t
0
BsdBs + t。(2) 若 M 是连续局部鞅，则 E(M)t := exp(Mt − 1

2 〈M〉t) 满足
E(M)t = eM0 +

∫ t
0
E(M)sdMs，故是连续局部鞅（称为指数鞅）；它非负，若M0 = 0 则是 E ≤ 1 的上鞅（命题

11.4(4)）。(3) 对 d维布朗运动与 F ∈ C2(Rd)，F (Bt) = F (B0) +
∫ t
0
∇F (Bs) · dBs + 1

2

∫ t
0
∆F (Bs)ds。

命题 12.13 (指数鞅不等式)

♠

设M 为连续局部鞅，M0 = 0。则对 x, y > 0，

P
(
sup
t≥0

Mt ≥ x, 〈M〉∞ ≤ y
)
≤ e−x

2/(2y).

证明 对 λ > 0，E(λM)是非负上鞅，E[E(λM)T ] ≤ 1对一切停时成立（定理 10.15）。令 T = inf{t : Mt ≥ x}。
在所求事件上，T <∞，E(λM)T ≥ eλx−λ

2y/2。故所求概率 ≤ e−λx+λ
2y/2，取 λ = x/y。

这是 Azuma–Hoeffding 不等式（定理 6.23）的连续类比；对布朗运动（〈B〉t = t），它给出 P(sups≤tBs ≥
x) ≤ e−x

2/(2t)。

12.4 Lévy刻画与 Dambis–Dubins–Schwarz定理

定理 12.14 (Lévy)

♥
设 X = (X1, . . . , Xd) 是连续局部鞅，X0 = 0，〈Xi, Xj〉t = δijt。则 X 是 d维 (Ft)-布朗运动。

证明 固定 ξ ∈ Rd。对 F (t, x) = exp(i〈ξ, x〉 + 1
2 |ξ|

2t)（分别对实部与虚部）用 Itô 公式，Zt = F (t,Xt) 满足

Zt = 1+i
∑
j

∫ t
0
ξjZsdX

j
s（漂移项

1
2 |ξ|

2Zdt− 1
2

∑
j ξ

2
jZdt抵消），故Z的实部与虚部是连续局部鞅，且在每个 [0, T ]

上有界，从而是鞅（命题 11.4(5)）。于是对 s < t，E[ei⟨ξ,Xt−Xs⟩ | Fs] = e−|ξ|2(t−s)/2。对A ∈ Fs，P(A) > 0，这说明在

P(·|A)下Xt−Xs的特征函数是N (0, (t−s)Id)的，由定理 2.11，P({Xt−Xs ∈ C}∩A) = P(A)N (0, (t−s)I)(C)。
故 Xt −Xs 与 Fs 独立且服从 N (0, (t− s)Id)。由此 X 的增量独立（归纳），X 是 (Ft)-布朗运动。
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12.5 Burkholder–Davis–Gundy 不等式

定理 12.15 (Dambis–Dubins–Schwarz)

♥

设M 为连续局部鞅，M0 = 0，且 〈M〉∞ = ∞ a.s.。令 τr = inf{t : 〈M〉t > r}，βr =Mτr，Gr = Fτr。则

(βr)r≥0 是 (Gr)-布朗运动，且 a.s. Mt = β⟨M⟩t 对一切 t成立。

证明 τr 是停时（{τr < t} = {〈M〉t > r}，滤子右连续），r 7→ τr 不减右连续，τr < ∞，〈M〉τr = r。由命题

10.5(3)，(Gr)右连续，显然完备。
连续性：τr− = lims↑r τs = inf{t : 〈M〉t = r}，而 〈M〉在 [τr−, τr]上为常数，由命题 11.7(4)，a.s.对一切 r，

M 在 [τr−, τr]上为常数，故 βr− = Mτr− = Mτr = βr。因此（修改一个零集后）β 路径连续。βr 是 Gr-可测的
（命题 10.6）。

鞅性：固定 n。〈Mτn〉∞ = n，由命题 11.7(2)，Mτn 与 (Mτn)2 − 〈M〉τn 是一致可积鞅。对 s ≤ r ≤ n，由可

选停止定理 10.13（停时 τs ≤ τr），E[βr | Gs] = βs，E[β2
r − r | Gs] = β2

s − s。故 β与 β2 − r是 (Gr)-鞅，〈β〉r = r，

由 Lévy定理 β 是 (Gr)-布朗运动。
最后，τ⟨M⟩t ≥ t且 〈M〉在 [t, τ⟨M⟩t ]上为常数，故Mt =Mτ⟨M⟩t

= β⟨M⟩t。

注 若不假设 〈M〉∞ = ∞，结论在扩充概率空间上（添加一个独立的布朗运动以延续 β 到 [〈M〉∞,∞)）仍然成
立。DDS 定理说明：连续局部鞅都是时间变换后的布朗运动，这解释了布朗运动在连续鞅理论中的中心地位。

推论 12.16

♥

设M 为连续局部鞅，〈M〉∞ = ∞ a.s.。则 a.s. lim suptMt = +∞，lim inftMt = −∞，且（重对数律，定

理 9.23）lim supt→∞Mt/
√
2〈M〉t log log〈M〉t = 1。

证明 Mt =M0 + β⟨M⟩t，〈M〉t → ∞且连续，对布朗运动 β 用推论 9.17与定理 9.23。

12.5 Burkholder–Davis–Gundy不等式
对过程 X 记 X∗

t = sups≤t|Xs|，X∗
∞ = sups|Xs|。

引理 12.17 (Lenglart型控制 [13])

♥

设 X 是非负、连续、适应的过程，A 是连续增过程（A0 = 0），且对每个有界停时 T，E[XT ] ≤ E[AT ]。
则对 x > 0，P(X∗

∞ > x) ≤ 1
xE[A∞ ∧ x] + P(A∞ ≥ x)；并且对 q ∈ (0, 1)，

E[(X∗
∞)q] ≤ 2− q

1− q
E[Aq∞].

证明 令 R = inf{t : At ≥ x}，S = inf{t : Xt ≥ x}，对 n ∈ N 令 T = S ∧ R ∧ n。在 {S ≤ R ∧ n} 上
XT ≥ x（路径连续），而 AT ≤ A∞ ∧ x。故 xP(S ≤ R ∧ n) ≤ E[XT ] ≤ E[AT ] ≤ E[A∞ ∧ x]。令 n → ∞：
xP(S <∞, S ≤ R) ≤ E[A∞ ∧ x]。而 {X∗

∞ > x,A∞ < x} ⊂ {S <∞, R = ∞}。这证明了第一个不等式。于是

E[(X∗
∞)q] =

∫ ∞

0

qxq−1P(X∗
∞ > x)dx ≤ E

[ ∫ ∞

0

qxq−2(A∞ ∧ x)dx
]
+ E[Aq∞],

而
∫∞
0
qxq−2(a ∧ x)dx = aq + a · q

1−qa
q−1 = aq

1−q。

定理 12.18 (Burkholder–Davis–Gundy)

♥

对每个 p > 0，存在常数 0 < cp ≤ Cp <∞，使得对一切满足M0 = 0 的连续局部鞅M 及停时 T，

cpE[〈M〉p/2T ] ≤ E[(M∗
T )
p] ≤ CpE[〈M〉p/2T ].

证明 把M 换成MT，只需对 T = ∞证明。令 Tn = inf{t : |Mt| + 〈M〉t ≥ n}；若对MTn 证明了不等式，令

n→ ∞用单调收敛即可。因此可设M 与 〈M〉有界，此时M 是 H2中的有界鞅，所有量有限，且对每个有界停

时 S，E[M2
S ] = E[〈M〉S ]（命题 11.7(2)与可选停止）。
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0 < p < 2。把引理 12.17用于X =M2，A = 〈M〉，q = p/2：E[(M∗
∞)p] ≤ 2−q

1−qE[〈M〉p/2∞ ]。再用于X = 〈M〉，
A = (M∗)2（E[〈M〉S ] = E[M2

S ] ≤ E[(M∗
S)

2]）：E[〈M〉p/2∞ ] ≤ 2−q
1−qE[(M

∗
∞)p]。

p = 2。E[〈M〉∞] = E[M2
∞] ≤ E[(M∗

∞)2] ≤ 4E[M2
∞]（Doob）。

p > 2，上界。对 x 7→ |x|p（C2）用 Itô公式：|Mt|p =
∫ t
0
p|Ms|p−1 sgn(Ms)dMs +

p(p−1)
2

∫ t
0
|Ms|p−2d〈M〉s；

随机积分的被积函数有界，是 H2 中的鞅，期望为 0。由 Hölder不等式（指数 p
p−2 与

p
2），

E|M∞|p ≤ p(p− 1)

2
E[(M∗

∞)p−2〈M〉∞] ≤ p(p− 1)

2
E[(M∗

∞)p]1−2/pE[〈M〉p/2∞ ]2/p.

由 Doob不等式 E[(M∗
∞)p] ≤ ( p

p−1 )
pE|M∞|p，代入并除以 E[(M∗

∞)p]1−2/p（若为 0无需证明）得上界。

p > 2，下界。由 (12.2)，〈M〉∞ =M2
∞ − 2N∞，N =M ·M，〈N〉 =M2 · 〈M〉 ≤ (M∗

∞)2〈M〉∞。由已证的
上界（指数 p/2 > 1：若 p/2 ≤ 2用前两种情形，若 p/2 > 2用上一段）与 Cauchy–Schwarz，

E[|N∞|p/2] ≤ CE[〈N〉p/4∞ ] ≤ CE[(M∗
∞)p/2〈M〉p/4∞ ] ≤ CE[(M∗

∞)p]1/2E[〈M〉p/2∞ ]1/2.

于是 u = E[〈M〉p/2∞ ]，v = E[(M∗
∞)p]满足 u ≤ C ′(v +

√
uv)，解此二次不等式得 u ≤ C ′′v。

推论 12.19

♥

若 M 是连续局部鞅，M0 = 0，E[〈M〉1/2∞ ] < ∞，则 M 是一致可积鞅。特别地，若 H 循序可测且

E[(
∫ t
0
H2
sds)

1/2] <∞，则 (
∫ s
0
HudBu)s≤t 是鞅。

证明 由 BDG，M∗
∞ ∈ L1，用命题 11.4(5)。

12.6 布朗滤子中的鞅表示
本节中 B 是 d 维布朗运动，(Ft) 是其自然滤子的完备化（由定理 9.16 后的讨论，它满足通常条件，B 是

(Ft)-布朗运动）。对 Rd 值循序可测 h，
∫
h · dB :=

∑
j

∫
hjdBj。

定理 12.20 (鞅表示定理)

♥

对每个 Z ∈ L2(Ω,F∞,P)，存在唯一的 Rd 值循序可测过程 h，E
∫∞
0

|hs|2ds <∞，使

Z = E[Z] +
∫ ∞

0

hs · dBs.

证明 唯一性由等距性。令R 为可以如此表示的 Z 全体。由等距性 E[(
∫∞
0
h · dB)2] = E

∫∞
0

|h|2ds，R 是 L2 的

闭子空间。

设 f : R+ → Rd 为有界阶梯函数，在某个 [0, T ]之外为 0。令 Zft = exp(i
∫ t
0
f · dB + 1

2

∫ t
0
|f |2ds)。由 Itô公

式（对实部与虚部），Zft = 1+ i
∫ t
0
Zfs f(s) · dBs，被积函数有界（|Zf | ≤ e

1
2

∫
|f |2）。因此 Zf∞的实部与虚部属于

R，从而 cos(
∫
f · dB)与 sin(

∫
f · dB)也属于R（乘以常数）。

设 Y ∈ L2(F∞) 与 R 正交。对 0 = t0 < t1 < · · · < tn 与 ξ1, . . . , ξn ∈ Rd，取 f =
∑
k ξk1(tk−1,tk]，得

E[Y ei
∑

k⟨ξk,Btk
−Btk−1

⟩] = 0。令 ν 为 (Rd)n 上的有限符号测度 ν(C) = E[Y 1C(Bt1 − Bt0 , . . . , Btn − Btn−1)]，

则 ν̂ ≡ 0；写 ν = ν+ − ν−，则 ν± 总质量相同且特征函数相同，由定理 2.11 ν = 0。于是 E[Y 1A] = 0 对

一切 A ∈ σ(Bt1 , . . . , Btn) 成立；这些 σ-代数之并是生成 σ(Bt, t ≥ 0) 的 π-系，由 λ-系论证 E[Y 1A] = 0 对

A ∈ σ(Bt, t ≥ 0)成立，从而对其完备化 F∞ 成立，Y = 0。所以R = L2(F∞)（常数显然属于R）。

推论 12.21

♥

布朗滤子中的每个鞅都有连续修正。每个连续局部鞅M 都可写成Mt =M0 +
∫ t
0
hs · dBs，其中 h循序可

测，
∫ t
0
|hs|2ds <∞ a.s.，且M0 为常数。

证明 设M 是鞅（取其 càdlàg修正，定理 10.11），T > 0。若MT ∈ L2，则由定理 12.20，Mt = E[MT |Ft] =
EMT +

∫ t
0
h · dB（t ≤ T）是连续的。一般地取 Zn ∈ L2，Zn →MT 于 L1，Mn

t = E[Zn | Ft]连续；由 Doob最
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12.7 Girsanov 定理

大不等式，P(supt≤T |Mn
t −Mt| > ε) ≤ E|Zn −MT |/ε→ 0，取子列 a.s.一致收敛，故M 在 [0, T ]上连续。对局

部鞅M，F0是平凡的（Blumenthal），M0是常数；以 Tn约化使MTn −M0有界，M
Tn −M0 =

∫
h(n) · dB，由

唯一性 h(n+1) = h(n) 于 [0, Tn]，粘合即得。

12.7 Girsanov定理

定理 12.22 (Girsanov)

♥

设Q是 (Ω,F)上与 P在F∞ 上等价的概率测度，鞅Dt = E[dQdP
∣∣
F∞

| Ft]有连续修正（在布朗滤子中这总是

成立的，推论 12.21）。则Dt > 0对一切 t a.s. 成立，存在唯一的连续局部鞅L使D = E(L) = exp(L− 1
2 〈L〉)，

并且：若M 是 P-连续局部鞅，则 M̃ =M − 〈M,L〉 是 Q-连续局部鞅。此外 〈M̃〉 在 Q 下等于 〈M〉。

证明 D是一致可积 P-鞅，D∞ = dQ
dP > 0 a.s.，且对任何停时 T，DT = E[D∞|FT ]。令 S = inf{t : Dt = 0}，则

E[D∞1{S<∞}] = E[DS1{S<∞}] = 0，故 P(S <∞) = 0。由 Itô公式（对 log在 (0,∞)上，停止于D离开 [1/n, n]

的时刻），Lt = logD0+
∫ t
0
D−1
s dDs满足 logDt = Lt− 1

2 〈L〉t。唯一性：若 E(L) = E(L′)，则L−L′ = 1
2 (〈L〉−〈L′〉)

是有限变差的局部鞅。

引理：若X 连续适应，XD是 P-连续局部鞅，则X 是 Q-连续局部鞅。证明：取 Tn ↑ ∞使 (XD)Tn 有界，

并令 Rn = Tn ∧ n。对有界停时 T，EQ[|XT∧Rn
|] = EP[DT∧Rn

|XT∧Rn
|] <∞，且

EQ[XT∧Rn ] = EP[D∞XT∧Rn ] = EP[DT∧RnXT∧Rn ] = EP[D0X0] = EQ[X0].

由引理 12.3（在Q下），XRn 是Q-鞅，它在 n之后为常数，故一致可积。Q下滤子仍满足通常条件（零集相同），
Rn ↑ ∞ Q-a.s.。

由分部积分 (12.2)与 D = D0 +D · L，

M̃tDt = M̃0D0 +

∫ t

0

M̃sdDs +

∫ t

0

DsdMs −
∫ t

0

Dsd〈M,L〉s + 〈M,D〉t,

而 〈M,D〉 = D · 〈M,L〉，故 M̃D是 P-局部鞅，由引理即得。最后，〈M̃〉t 是
∑

(∆iM̃)2 的依概率极限，而依概

率收敛在等价测度下保持；M̃ 与M 只差有限变差过程，故其平方和的极限都是 〈M〉t。

推论 12.23

♥

在定理 12.22 的条件下，若 B 是 d维 (Ft)-P-布朗运动，则 B̃ = B − 〈B,L〉 是 (Ft)-Q-布朗运动。特别地，

若 L =
∫ ·
0
bs · dBs，则 B̃t = Bt −

∫ t
0
bsds。

证明 B̃j 是 Q-连续局部鞅，〈B̃i, B̃j〉 = 〈Bi, Bj〉 = δijt，由 Lévy定理（在 Q下）。〈Bj , L〉 =
∫
bjds。

实际应用中常常反过来：给定连续局部鞅 L（L0 = 0），若 E(L) 是一致可积鞅，则 dQ = E(L)∞dP 定义了
等价概率测度，定理 12.22 适用（D = E(L) 连续）。下面的判别法保证了这一点。

定理 12.24 (Novikov判别法)

♥
设 L为连续局部鞅，L0 = 0，E[exp( 12 〈L〉∞)] <∞。则 E(L) 是一致可积鞅。

证明 〈L〉∞ <∞ a.s.，故L∞存在（命题 11.7(5)）。E(L)是非负上鞅（指数鞅的例子），由定理 10.15，E[E(L)T ] ≤ 1

对一切停时 T 成立。由 Cauchy–Schwarz，

E[eLT /2] = E[E(L)1/2T e⟨L⟩T /4] ≤ E[E(L)T ]1/2E[e⟨L⟩∞/2]1/2 ≤ C.

固定 a ∈ (0, 1)。对停时 T 与事件 A，写 E(aL)T = E(L)a2T exp( a
1+aLT )

1−a2，由 Hölder 不等式（指数 1/a2 与

1/(1− a2)）及 Jensen不等式（ 2a
1+a < 1），

E[E(aL)T1A] ≤ E[E(L)T ]a
2

E[1Ae
a

1+aLT ]1−a
2

≤ E[1AeLT /2]2a(1−a)P(A)(1−a)
2

≤ C2a(1−a)P(A)(1−a)
2

.

因此族 {E(aL)T : T 为停时} 一致可积（命题 4.4(3)）。以 (Tn) 约化局部鞅 E(aL)，对 s < t 在 E(aL)s∧Tn =
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E[E(aL)t∧Tn | Fs]中令 n → ∞（Vitali），知 E(aL)是一致可积鞅，E[E(aL)∞] = 1。再用一次上面的 Hölder估
计（T = ∞，A = Ω）：

1 = E[E(aL)∞] ≤ E[E(L)∞]a
2

E[eL∞/2]2a(1−a).

令 a ↑ 1得 E[E(L)∞] ≥ 1。非负上鞅 E(L)满足 E(L)t ≥ E[E(L)∞|Ft]，两边期望都是 1，故 E(L)t = E[E(L)∞|Ft]，
是一致可积鞅。

例 12.2 (Cameron–Martin) 设 g ∈ L2(R+)，h(t) =
∫ t
0
g(s)ds，B 为一维布朗运动。L =

∫
gdB 满足 〈L〉∞ =∫

g2 <∞（确定性），由 Novikov 判别法，dQ = exp(
∫∞
0
gdB − 1

2

∫∞
0
g2ds)dP 是概率测度，在 Q 下 B − h是布

朗运动。等价地：对 C(R+,R) 上的非负可测 Φ，

E[Φ(B + h)] = E
[
Φ(B) exp

(∫ ∞

0

gdB − 1

2

∫ ∞

0

g2ds
)]
.

（在 Q 下 B = (B − h) + h与 P 下的 B + h同分布。）
例 12.3 (带漂移布朗运动的首中时) 设 B 为一维布朗运动，µ ∈ R，a > 0，T

(µ)
a = inf{t : Bt + µt = a}。则 T

(µ)
a

在 (0,∞) 上有（亚概率）密度

a√
2πs3

exp
(
− (a− µs)2

2s

)
, 且 P(T (µ)

a <∞) =

1, µ ≥ 0,

e2µa, µ < 0.

证明：固定 t > 0，由例 12.2（取 g = µ1[0,t]），在 dQ = eµBt−µ2t/2dP 下，(Bs − µs)s≤t 是布朗运动；等价地，
(Bs + µs)s≤t 在 P 下的分布等于 (Bs)s≤t 在 Q 下的分布。因此

P(T (µ)
a ≤ t) = E

[
1{Ta≤t}e

µBt−µ2t/2
]
= E

[
1{Ta≤t}e

µBTa−µ
2Ta/2

]
= E

[
1{Ta≤t}e

µa−µ2Ta/2
]
,

其中第二个等号是对鞅 eµBs−µ2s/2 在有界停时 Ta ∧ t ≤ t处用可选停止定理（{Ta ≤ t} ∈ FTa∧t）。代入定理 9.21
中 Ta 的密度即得；令 t→ ∞，用 E[e−λTa ] = e−a

√
2λ（λ = µ2/2）得 P(T (µ)

a <∞) = eµa−|µ|a。

75



第 13章 马尔可夫过程的一般理论

本章把第 7 章的马氏链推广到连续时间、一般状态空间。我们引入转移半群、Feller 半群及其生成元，证明
Feller 过程有 càdlàg 修正并具有强马氏性，最后讨论有限状态跳过程与 Lévy 过程。

本章中 E 是局部紧、可分、可度量化的空间（因而是 Polish 空间），B(E) 为其 Borel σ-代数。C0(E) 表示在
无穷远处趋于 0 的连续函数空间，配一致范数 ‖·‖；B(E) 表示有界可测函数。若 E 不紧，E∆ = E ∪ {∆} 为单
点紧化（紧可度量化），C0(E) 中的函数通过 f(∆) = 0 延拓为 E∆ 上的连续函数，且 C(E∆) = C0(E)⊕ R；若
E 紧，令 ∆ 为添加的孤立点。

13.1 转移半群与马氏过程

定义 13.1

♣

E 上的转移半群是一族从 E 到 E 的转移核 (Qt)t≥0（第 5 章），满足：(i) Q0(x, ·) = δx；(ii)（Chapman–
Kolmogorov）Qt+s = QtQs，即Qt+s(x,A) =

∫
Qt(x, dy)Qs(y,A)；(iii) (t, x) 7→ Qt(x,A)关于B(R+)⊗B(E)

可测。对 f ∈ B(E) 记 Qtf(x) =
∫
Qt(x, dy)f(y)。

定义 13.2

♣

设 (Ft) 为滤子。取值于 E 的适应过程 X 称为以 (Qt) 为转移半群的马氏过程，若对一切 s, t ≥ 0 与

f ∈ B(E)，

E[f(Xs+t) | Fs] = Qtf(Xs) a.s.

与命题 7.3 的证明相同，若 X0 ∼ γ，则对 0 < t1 < · · · < tn，

E[f0(X0)f1(Xt1) · · · fn(Xtn)] =

∫
γ(dx0)f0(x0)

∫
Qt1(x0, dx1)f1(x1) · · ·

∫
Qtn−tn−1(xn−1, dxn)fn(xn). (13.1)

命题 13.3

♠
对 E 上任一概率测度 γ，存在以 γ 为初始分布、(Qt) 为转移半群的马氏过程（关于其自然滤子）。

证明 由 (13.1)定义有限维分布（对于含 0与不含 0的时刻集合分别对 x0积分或不积分）。由Chapman–Kolmogorov
方程，这些分布相容。由 Kolmogorov扩张定理 3.11得到 ER+ 上的测度，坐标过程满足 (13.1)，于是由与命题
7.3(2)相同的论证，它是马氏过程。

定义 13.4

♣
对 λ > 0，预解算子 Rλf(x) =

∫∞
0

e−λtQtf(x)dt，f ∈ B(E)。

‖λRλf‖ ≤ ‖f‖，且有预解方程：Rλ −Rµ = (µ− λ)RλRµ。由 Fubini 与半群性质，

RλRµf =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−λs−µtQs+tfdsdt,

作变量替换 u = s+ t即得。
注 若允许 Qt(x,E) ≤ 1（次马氏半群），可添加墓碑点 ∆，令 Qt(x, {∆}) = 1−Qt(x,E)，Qt(∆, ·) = δ∆，化为
E∆ 上的马氏半群。以下为简单起见只讨论 Qt(x,E) = 1 的情形。



13.2 Feller 半群与生成元

13.2 Feller半群与生成元

定义 13.5

♣

转移半群 (Qt) 称为 Feller 半群，若：(i) 对一切 f ∈ C0(E) 与 t ≥ 0，Qtf ∈ C0(E)；(ii) 对一切 f ∈ C0(E)，

‖Qtf − f‖ → 0（t→ 0）。以 Feller 半群为转移半群的马氏过程称为 Feller 过程。

由 (ii) 与 ‖Qt‖ ≤ 1，t 7→ Qtf 是从 R+ 到 C0(E) 的一致连续映射：‖Qt+hf −Qtf‖ ≤ ‖Qhf − f‖。

定义 13.6

♣

Feller 半群的生成元 L定义在

D(L) =
{
f ∈ C0(E) :

Qtf − f

t
当t ↓ 0 时在C0(E) 中收敛

}
上，Lf 为该极限。

命题 13.7

♠

设 (Qt) 为 Feller 半群，L为其生成元，λ > 0。

1. 若 f ∈ D(L)，则 Qtf ∈ D(L)，LQtf = QtLf，且 Qtf = f +
∫ t
0
QsLfds（在 C0(E) 中的 Riemann

积分）。

2. Rλ 把 C0(E) 映到 D(L)，且 (λ − L)Rλf = f（f ∈ C0），Rλ(λ − L)f = f（f ∈ D(L)）。因此

D(L) = Rλ(C0(E)) 在 C0(E) 中稠密，且 λ− L : D(L) → C0(E) 是双射。

3. 生成元决定半群：若两个 Feller 半群有相同的生成元，则它们相等。

证明 (1) 1
h (QhQtf −Qtf) = Qt

1
h (Qhf − f) → QtLf。于是 t 7→ Qtf 在 C0中右可导，右导数QtLf 连续；左导

数： 1
h (Qtf −Qt−hf)−QtLf = Qt−h(

Qhf−f
h − Lf) + (Qt−hLf −QtLf) → 0。故 t 7→ Qtf 在 C0 中 C1，由微

积分基本定理（逐点应用）得积分公式。

(2) Rλf =
∫∞
0

e−λtQtfdt也可理解为 C0 中的（广义）Riemann积分，故 Rλf ∈ C0。计算

QhRλf −Rλf

h
=

eλh − 1

h

∫ ∞

h

e−λtQtfdt−
1

h

∫ h

0

e−λtQtfdt −→ λRλf − f.

若 f ∈ D(L)，由 (1)，RλLf =
∫
e−λt d

dtQtfdt = −f+λRλf（分部积分）。稠密性：λRλf =
∫∞
0

e−sQs/λfds→ f

（λ→ ∞，控制收敛）。
(3)若 (Qt), (Q

′
t)有相同生成元，由 (2)，Rλ = (λ−L)−1 = R′

λ。对 f ∈ C0，x ∈ E，有界连续函数 t 7→ Qtf(x)

与 Q′
tf(x)的 Laplace变换相同，由命题 2.14(3)二者相等。C0 中的函数决定有限测度（命题 1.14与引理 4.9的

论证），故 Qt(x, ·) = Q′
t(x, ·)。

注 [Hille–Yosida] 线性算子 L（定义在稠密子空间上）是某个 Feller 半群的生成元，当且仅当：L满足正最大值

原理（若 f ∈ D(L) 在 x0 处取到非负最大值，则 Lf(x0) ≤ 0），且对某个 λ > 0，λ− L是满射。本讲义只使用
上面已证明的部分（生成元决定半群），不使用存在性部分。

命题 13.8 (Dynkin鞅)

♠

设X 是以 Feller 半群 (Qt)为转移半群的 (Ft)-马氏过程，f ∈ D(L)。则Mt = f(Xt)−f(X0)−
∫ t
0
Lf(Xs)ds

是 (Ft)-鞅（只要 s 7→ Lf(Xs) 循序可测，例如 X 路径右连续）。

证明 Mt有界。对 s < t，由马氏性与 Fubini，E[Mt −Ms | Fs] = Qt−sf(Xs)− f(Xs)−
∫ t
s
Qu−sLf(Xs)du = 0

（命题 13.7(1)）。
例 13.1 (布朗运动) d维布朗运动的半群 Qtf(x) =

∫
pt(y − x)f(y)dy = E[f(x+Bt)] 是 Feller 半群：Qtf 连续且

在无穷远处趋于 0（控制收敛），‖Qtf − f‖ ≤ E[supx|f(x+Bt)− f(x)|] → 0（f 一致连续）。若 f ∈ C2
c (Rd)，则

f ∈ D(L)，Lf = 1
2∆f：由 Itô 公式与命题 12.5，Qtf(x)− f(x) = 1

2

∫ t
0
Qs∆f(x)ds，故 ‖ 1

t (Qtf − f)− 1
2∆f‖ ≤
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sups≤t‖Qs∆f −∆f‖/2 → 0。

13.3 路径的正则性

引理 13.9

♥

设 Z 是路径 càdlàg 的非负上鞅（滤子满足通常条件），T = inf{t : Zt = 0 或Zt− = 0}。则 a.s. 对一切

t ≥ T，Zt = 0。

证明 令 Tn = inf{t : Zt < 1/n}（开集的首中时，命题 10.7），S = lim ↑ Tn。在 {Tn < ∞}上 ZTn ≤ 1/n。对

有理数 q ≥ 0，由定理 10.15（Tn ≤ S + q），E[ZS+q1{S<∞}] ≤ E[ZTn
1{Tn<∞}] ≤ 1/n。故 a.s.在 {S < ∞}上

ZS+q = 0对一切有理 q ≥ 0，由右连续性 Zt = 0对一切 t ≥ S。若 Zt = 0或 Zt− = 0，则对每个 n有 Tn ≤ t，

故 S ≤ T；又 ZS = 0，故 T ≤ S。

定理 13.10 (Feller过程的正则化)

♥

设 X 是以 Feller 半群 (Qt) 为转移半群的 (Ft)-马氏过程，(F̃t) 为 (Ft) 的通常增广。则 X 有一个修正 X̃，

其路径在 E 中 càdlàg，且 X̃ 是以 (Qt) 为转移半群的 (F̃t)-马氏过程。

证明 第一步：可分离点的上鞅族。取 C0(E) 中非负函数的可数稠密子集 {fn}（C0(E) 可分）。对 p ∈ N∗，

pRpfn → fn一致（命题 13.7(2)的证明），故函数族R = {Rpfn}分离E∆的点（C0(E)分离E∆的点）。对 g = Rpf

（f ≥ 0），e−ptg(Xt)是非负 (Ft)-上鞅：E[e−p(t+s)g(Xt+s)|Ft] = e−p(t+s)QsRpf(Xt) = e−pt
∫∞
s

e−puQuf(Xt)du ≤
e−ptg(Xt)。

第二步：沿二进制点的极限。令 D为非负二进制有理数。由离散上鞅的上穿不等式与最大不等式（如定理

10.11的证明），a.s.对每个 g ∈ R与每个 t，lims↓t,s∈D g(Xs)与 lims↑t,s∈D g(Xs)存在。由于 E∆ 紧可度量化而

R是分离点的可数连续函数族，一个序列只要使R中每个函数的值都收敛，它就在 E∆中收敛（其所有聚点在

R下有相同的像）。因此在一个零集 N 之外，X̃t := lims↓t,s∈DXs 在 E∆ 中存在，且 X̃ 在 E∆ 中 càdlàg；在 N

上令 X̃t = x0 ∈ E。X̃t 是 F̃t-可测的。
第三步：修正。对 f, g ∈ C(E∆)，取 sn ∈ D，sn ↓ t。由控制收敛与 Feller性质（C(E∆) = C0(E)⊕R，常

数部分平凡），

E[f(Xt)g(X̃t)] = lim
n

E[f(Xt)g(Xsn)] = lim
n

E[f(Xt)Qsn−tg(Xt)] = E[f(Xt)g(Xt)].

对闭集 F, F ′ ⊂ E∆，用 fk ↓ 1F，gk ↓ 1F ′（如命题 1.14的证明），得 P(Xt ∈ F, X̃t ∈ F ′) = P(Xt ∈ F ∩ F ′)。闭

矩形构成生成 B(E∆ ×E∆)的 π-系（引理 1.4），故 (Xt, X̃t)
(d)
= (Xt, Xt)，于是 P(X̃t = Xt) = 1。特别地 X̃t ∈ E

a.s.
第四步：马氏性。对 f ∈ C0(E)，s > 0，A ∈ Ft+，取 εn ↓ 0使 t + εn ∈ D，εn < s。由 A ∈ Ft+εn 与马

氏性，E[1Af(X̃t+s)] = E[1Af(Xt+s)] = E[1AQs−εnf(Xt+εn)] → E[1AQsf(X̃t)]（Qs−εnf → Qsf 一致，Qsf 连

续，Xt+εn → X̃t）。添加零集不影响这个等式。由单调类论证，它对一切 f ∈ B(E)成立。故 X̃ 是 (F̃t)-马氏过
程（在 X̃ 取值于 ∆的零集上的定义无关紧要）。

第五步：路径不碰到∆。取 h ∈ C0(E)处处为正（E是局部紧可分度量空间，故是可数个开集 Un之并，每

个 Un有紧闭包；令 ϕn(x) = d(x, U cn)/(1+d(x, U
c
n)) ∈ Cc(E)，h =

∑
n 2

−nϕn），则R1h > 0于E，R1h(∆) = 0，

且 Zt = e−tR1h(X̃t)是 càdlàg非负 (F̃t)-上鞅（第一步与第四步）。对每个 t，X̃t ∈ E a.s.，故 Zt > 0 a.s.。由引理
13.9，{T ≤ k} ⊂ {Zk = 0}是零集，故 T = ∞ a.s.，即 a.s.对一切 t，X̃t, X̃t− ∈ E。所以 X̃ 在 E 中 càdlàg（修
改一个零集）。

由此，对每个 x ∈ E，存在从 x出发、路径 càdlàg 的 Feller 过程。令 D(E) 为 R+ → E 的 càdlàg 函数空间，
配由坐标映射生成的 σ-代数；我们记 Px 为该过程在 D(E) 上的分布（由 (13.1) 唯一决定），Ex 为相应期望。由
(13.1) 与单调类定理，对 D(E) 上的有界可测 Φ，x 7→ Ex[Φ] 是可测的。
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13.4 强马氏性

定理 13.11 (Feller过程的强马氏性)

♥

设X 是路径 càdlàg 的 Feller 过程（关于满足通常条件的滤子 (Ft)），T 为停时，Φ : D(E) → R+ 可测。则

E[1{T<∞}Φ((XT+t)t≥0) | FT ] = 1{T<∞}EXT
[Φ] a.s.

证明 先设 Φ(w) =
∏k
i=1 fi(w(ti))，fi ∈ C0(E)，0 ≤ t1 < · · · < tk。令

F (x) = Ex[Φ] = Qt1
(
f1Qt2−t1(f2 · · ·Qtk−tk−1

fk)
)
(x),

由 Feller性质 F ∈ C0(E)（若 t1 = 0，Q0 = id）。设 Tn为 T 的二进制逼近（命题 10.5(4)），A ∈ FT ⊂ FTn
。由

马氏性（在确定时刻 k2−n，形式 (13.1)的条件版本），

E[1A∩{T<∞}Φ(XTn+·)] =
∑
k

E[1A∩{Tn=k2−n}F (Xk2−n)] = E[1A∩{T<∞}F (XTn
)].

令 n → ∞，由路径右连续与 fi, F 的连续性，控制收敛给出 E[1A∩{T<∞}Φ(XT+·)] = E[1A∩{T<∞}F (XT )]；

XT1{T<∞} 是 FT -可测的。紧集 K 的示性函数是 C0 函数 (1 − k d(·,K))+（k 充分大）的递减极限，常数 1

是 C0函数min(1, kh)的递增极限（h ∈ C0处处为正，见定理 13.10证明的第五步）。由单调收敛与控制收敛，等
式对 Φ =

∏
i 1Ki

(w(ti))成立，其中每个Ki是紧集或Ki = E。由于 E是可数个紧集之并，紧集生成 B(E)，这

样的集合 {w : w(ti) ∈ Ki, i ≤ k}构成生成 D(E)上 σ-代数的 π-系；由 λ-系论证与单调收敛，等式对一切非负可
测 Φ成立。

推论 13.12 (Blumenthal 0-1律)

♥
对 Feller 过程的典范版本，若 A ∈ FX

0+，则 Px(A) ∈ {0, 1}。

证明 对 T = 0与 Φ = 1A（A ∈ F0+ 是路径的可测函数）应用强马氏性：1A = Ex[1A|F0+] = PX0
(A) = Px(A)

a.s.

13.5 三类重要的 Feller过程
设 E 为有限集（离散拓扑，C0(E) 为一切函数）。矩阵 L = (L(x, y)) 称为Q-矩阵，若 L(x, y) ≥ 0（x 6= y）

且
∑
y L(x, y) = 0。记 qx = −L(x, x) ≥ 0。

命题 13.13

♠

设 L为 Q-矩阵。则 Qt = etL 是 Feller 半群，其生成元为 L；反之有限集上每个 Feller 半群都具有这种形

式。对相应的 càdlàg 过程（从 x出发），令 T1 = inf{t : Xt 6= x}。若 qx = 0，则 T1 = ∞ a.s.；若 qx > 0，

则 T1 ∼ E(qx)，Px(XT1
= y) = L(x, y)/qx（y 6= x），且 T1 与 XT1

独立。由强马氏性，此后过程从 XT1

重新开始。

证明 取 c ≥ maxx qx，L + cI ≥ 0（逐元素），故 etL = e−ctet(L+cI) 的元素非负；L1 = 0给出 etL1 = 1。半群

性质、强连续性与 d
dte

tL|t=0 = L是矩阵指数的性质。反之，若 (Qt)是有限集上的 Feller半群，其生成元 L定

义在全空间上（D(L)稠密而全空间有限维），且由 Qt 的元素非负、行和为 1知 L是 Q-矩阵；由命题 13.7(3)，
Qt = etL。

路径 càdlàg且 E 离散，故在有界区间上只有有限次跳跃，{T1 > t} =
⋂
n{Xkt2−n = x, 0 ≤ k ≤ 2n}。由马

氏性，Px(T1 > t) = limnQt2−n(x, x)2
n

= limn(1 − qxt2
−n + o(2−n))2

n

= e−qxt。若 qx > 0，对 f(z) = 1{z=y}

用 Dynkin鞅（命题 13.8）与有界停时 T1 ∧ t：在 [0, T1)上Xs = x，故 Ex[f(XT1∧t)]− f(x) = Lf(x)Ex[T1 ∧ t]。
令 t → ∞，Px(XT1

= y) = L(x, y)/qx。独立性：在 {T1 > s}上 Xs = x且 T1 = s + T1 ◦ θs，XT1
= XT1

◦ θs，
由马氏性 Px(T1 > s,XT1

= y) = Px(T1 > s)Px(XT1
= y)。
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13.5 三类重要的 Feller 过程

于是这个过程的轨道可以这样描述：在 x处停留 E(qx) 时间，然后以概率 L(x, y)/qx 跳到 y，如此反复——
这正是第 7 章离散时间链的连续时间版本。
例 13.2 (Ornstein–Uhlenbeck半群) 对 λ > 0，令 Qtf(x) = E

[
f
(
e−λtx +

√
1−e−2λt

2λ N
)]

，N ∼ N (0, 1)（Mehler

公式）。半群性质由高斯变量的卷积（命题 3.14）验证：e−λs(e−λtx+ σtN) + σsN
′ (d)
= e−λ(t+s)x+ σt+sN，其中

σ2
t = 1−e−2λt

2λ 。Feller 性质与布朗运动情形相同。对 f ∈ C2
c，Lf(x) = 1

2f
′′(x)−λxf ′(x)（对 Mehler 公式在 t = 0

处求导即得；它也是第 15 章中 Ornstein–Uhlenbeck 方程的生成元）。N (0, 1
2λ ) 是不变测度：

∫
Qtfdγ =

∫
fdγ。

定义 13.14

♣

取值于Rd 的 càdlàg 过程X 称为 Lévy 过程，若X0 = 0，且增量平稳独立：对 s < t，Xt−Xs 与 σ(Xu, u ≤ s)

独立且与 Xt−s 同分布。

命题 13.15

♠

Lévy 过程是转移半群为 Qtf(x) = E[f(x + Xt)] 的 Feller 过程。存在函数 ψ : Rd → C 使 E[ei⟨ξ,Xt⟩] =

e−tψ(ξ)。

证明 马氏性由冻结引理 5.5。Qtf ∈ C0由控制收敛；‖Qtf − f‖ ≤ E[supx|f(x+Xt)− f(x)|] → 0因为 Xt → 0

a.s.（右连续）而 f 一致连续。ϕt(ξ) = E[ei⟨ξ,Xt⟩] 满足 ϕt+s = ϕtϕs，t 7→ ϕt(ξ) 右连续且 ϕ0 = 1。对固定的

ξ，在 ϕt(ξ) 6= 0 时可以连续地取对数；由 |ϕt| = |ϕt/n|n 与 ϕt/n → 1 知 ϕt(ξ) 6= 0 对一切 t，于是连续函数

g(t) = log ϕt(ξ)（取 g(0) = 0的连续分支）满足 Cauchy方程 g(t+ s) = g(t) + g(s)，故 g(t) = −tψ(ξ)。
例 13.3 (1) 布朗运动：ψ(ξ) = 1

2 |ξ|
2。(2) 强度为 λ的 Poisson 过程：ψ(ξ) = λ(1− eiξ)，生成元 Lf(x) = λ(f(x+

1) − f(x))。(3) 复合 Poisson 过程 Xt =
∑
k≤Nt

ξk（N 为 Poisson 过程，ξk 独立同分布于 ν 且与 N 独立）：
ψ(ξ) = λ

∫
(1− ei⟨ξ,y⟩)ν(dy)，生成元 Lf(x) = λ

∫
(f(x+ y)− f(x))ν(dy)（定义在全部 C0 上）。

注 [Lévy–Khintchine] 一般地，ψ(ξ) = −i〈b, ξ〉+ 1
2 〈ξ,Aξ〉+

∫
(1− ei⟨ξ,y⟩ + i〈ξ, y〉1{|y|≤1})Π(dy)，其中 A半正定，

Π 是满足
∫
(1 ∧ |y|2)Π(dy) <∞ 的测度（Lévy 测度）。Le Gall GTM 274 第 6 章还讨论了连续状态分支过程，其

Laplace 指数满足类似的结构。本讲义不使用这些结论。

Galton–Watson 过程（定理 7.28）的连续状态类比是连续状态分支过程（GTM 274 第 6.5.3 节）。我们只讨
论其最重要的特例。固定 β > 0，对 λ ≥ 0，t ≥ 0 令

ut(λ) =
λ

1 + βλt
,

它是 ∂tu = −βu2，u0(λ) = λ的解，且 ut ◦ us = ut+s。

命题 13.16

♠

在 E = [0,∞) 上存在 Feller 半群 (Qt)，使∫
Qt(x, dy)e

−λy = e−xut(λ) (x, λ ≥ 0).

具体地，Qt(x, ·) 是
∑N
i=1Ei 的分布，其中 N ∼ P( xβt )，Ei 独立同分布于 E( 1

βt ) 且与 N 独立。它满足分

支性：Qt(x+x′, ·) = Qt(x, ·) ∗Qt(x′, ·)。对 eλ(x) = e−λx，eλ ∈ D(L)，Leλ(x) = βx e′′λ(x)。相应的 Feller
过程（Feller 分支扩散）满足 Px(Zt = 0) = e−x/(βt) → 1（t→ ∞）：它 a.s. 灭绝。

证明 直接计算：E[e−λ
∑

i≤N Ei ] = exp
(
− x

βt (1−
1/(βt)

1/(βt)+λ )
)
= e−xut(λ)。（t = 0时令 Q0(x, ·) = δx。）可测性显

然。Chapman–Kolmogorov：
∫
Qt(x, dy)

∫
Qs(y, dz)e

−λz =
∫
Qt(x, dy)e

−yus(λ) = e−xut(us(λ)) = e−xut+s(λ)，由

命题 2.14(2)，QtQs = Qt+s。分支性同理（Laplace变换相乘）。
Feller性质：Qteλ = eut(λ) ∈ C0([0,∞))（λ > 0），且 ‖Qteλ−eλ‖ ≤ supx xe

−xut(λ)(λ−ut(λ)) → 0。C0([0,∞))

中的函数 f 对应于 [0, 1]上满足 g(0) = 0的连续函数 g(v) = f(− log v)，由Weierstrass定理可被 {vn : n ≥ 1}的
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13.5 三类重要的 Feller 过程

线性组合一致逼近，即 {en : n ≥ 1}的线性组合在 C0([0,∞))中稠密。由于 Qt 是压缩，Feller性质的两个条件
推广到整个 C0。生成元：ut(λ) = λ − βλ2t + O(t2)（关于 t一致），故 1

t (e
−xut(λ) − e−xλ) → βλ2xe−λx 关于

x ≥ 0一致（xke−λx/2 有界）。最后 Px(Zt = 0) = P(N = 0) = e−x/(βt)；0是吸收态（Qt(0, ·) = δ0），故灭绝事

件
⋃
t{Zt = 0}的概率为 1。

注 生成元 βxf ′′ 说明 Feller 分支扩散是方程 dZt =
√
2βZtdBt 的解（ 1

2 · 2βx = βx），等价地 Y = 2Z/β 满足
dYt = 2

√
YtdBt，是零维平方 Bessel 过程（例 15.4 中 δ = 0 < 2：击中 0）。Feller 证明了它是临界 Galton–Watson

过程经适当标度后的极限；一般的分支机制 ψ给出满足 ∂tu = −ψ(u)的连续状态分支过程，见 GTM 274 第 6 章。

81



第 14章 布朗运动与偏微分方程

布朗运动的生成元是 1
2∆。这一事实把布朗运动与热方程、调和函数和 Dirichlet 问题紧密联系起来：解可以

表示为布朗运动泛函的期望，而布朗运动的性质（常返与暂留、离出分布）可以用调和函数计算。这种联系是
Kemeny–Snell–Knapp 第 7 章中“随机游走位势论”的连续类比。

本章中B 是 d维布朗运动，Px 表示B0 = x时的概率（第 9 章），滤子取为通常增广的自然滤子。对D ⊂ Rd

开集，TD = inf{t ≥ 0 : Bt /∈ D} 为离出时。区域指连通开集。

14.1 热方程

定理 14.1

♥

设 φ : Rd → R 有界连续，u(t, x) = Ex[φ(Bt)] =
∫
pt(y − x)φ(y)dy（t > 0），u(0, x) = φ(x)。则 u 在

[0,∞) × Rd 上有界连续，在 (0,∞) × Rd 上 C∞，且满足热方程 ∂tu = 1
2∆u。反之，若 v 在 [0,∞) × Rd

上有界连续，在 (0,∞)× Rd 上 C1,2，满足 ∂tv = 1
2∆v 与 v(0, ·) = φ，则 v = u。

证明 热核 pt(z) = (2πt)−d/2e−|z|2/(2t) 满足 ∂tpt =
1
2∆pt（直接计算），其对 (t, x)的各阶导数在 [ε,∞) × Rd 上

被可积函数控制，故可以在积分号下求导。在 t = 0处的连续性：u(t, x) = E[φ(x+
√
tN)]，N ∼ N (0, I)，用控

制收敛。

唯一性：固定 T > 0，x。对 s < T，由 Itô公式（定理 12.12后的注记），Ms = v(T − s,Bs)满足 dMs =

∇xv(T − s,Bs) · dBs（漂移项 −∂tv + 1
2∆v = 0），故 (Ms)s<T 是有界连续局部鞅，从而是鞅。于是对 s < T，

v(T, x) = Ex[v(T − s,Bs)]，令 s ↑ T，由 v的连续有界性与控制收敛，v(T, x) = Ex[φ(BT )]。

定理 14.2 (Feynman–Kac公式)

♥

设 V : Rd → [0,∞) 与 φ : Rd → R 有界连续。若 v 在 [0,∞) × Rd 上有界连续，在 (0,∞) × Rd 上 C1,2，

满足

∂tv = 1
2∆v − V v, v(0, ·) = φ,

则 v(t, x) = Ex
[
φ(Bt) exp

(
−
∫ t
0
V (Bs)ds

)]
。

证明 固定 T > 0，令 Es = exp(−
∫ s
0
V (Br)dr)（连续有限变差过程，dEs = −V (Bs)Esds）。对 s < T，由 Itô

公式与分部积分，Ms = v(T − s,Bs)Es 满足

dMs = Es
(
− ∂tv +

1
2∆v − V v

)
(T − s,Bs)ds+ Es∇xv(T − s,Bs) · dBs = Es∇xv · dBs,

故 (Ms)s<T 是有界（|M | ≤ ‖v‖∞）连续局部鞅，从而是鞅。于是 v(T, x) = Ex[Ms]，令 s ↑ T 并用控制收敛。
当 V ≡ 0 时这就是定理 14.1 的唯一性部分。V 可以解释为“杀死率”：Ex[φ(Bt)Et] 是以速率 V (Bs) 被杀死

的布朗运动在时刻 t存活且处于某处的加权期望。第 16 章将用它的预解形式计算反正弦律。

14.2 球面上的均匀分布

引理 14.3
单位球面 Sd−1 上存在唯一的、在一切正交变换下不变的概率测度 σ1。它是N/|N |的分布（N ∼ N (0, Id)），

并且对非负可测 f， ∫
Rd

f(x)dx = d Vd

∫ ∞

0

rd−1
(∫

Sd−1

f(ry)σ1(dy)
)
dr, (14.1)



14.3 调和函数

♥
其中 Vd 为单位球的体积。对 x ∈ Rd，r > 0，记 σx,r 为 σ1 在 y 7→ x+ ry 下的像。

证明 N/|N |的分布是不变的（ON (d)
= N）。唯一性：设 µ不变，Y ∼ µ与 U ∼ σ1独立。对固定的 u ∈ Sd−1，取

正交变换O使Ou = e1（例如 Householder反射），则 〈Y, u〉 = 〈OY,Ou〉 = 〈OY, e1〉
(d)
= 〈Y, e1〉。因此对 U 取条件，

〈Y, U〉 (d)
= 〈Y, e1〉；同理对 Y 取条件，〈Y, U〉 (d)

= 〈e1, U〉。故 Y1
(d)
= U1。对任意 ξ 6= 0，〈ξ, Y 〉 (d)

= |ξ|Y1
(d)
= |ξ|U1

(d)
=

〈ξ, U〉，特征函数相同，µ = σ1。对 (14.1)：测度A 7→ λd({x : 0 < |x| ≤ 1, x/|x| ∈ A})/Vd是 Sd−1上的不变概率测

度（λd在正交变换下不变），故等于 σ1；由标度，λd({a < |x| ≤ b, x/|x| ∈ A}) = (bd−ad)Vdσ1(A)，这正是 (14.1)
对 f = 1{a<|x|≤b,x/|x|∈A} 的形式。这些集合构成生成 B(Rd \ {0})的 π-系（引理 1.4，经同胚 x 7→ (|x|, x/|x|)），
由推论 1.7与单调类论证得证。

命题 14.4

♠
令 τx,r = inf{t : |Bt − x| = r}。在 Px 下，Bτx,r

∼ σx,r，且 Ex[τx,r] = r2/d。

证明 由平移与标度不变性，只需考虑 x = 0，r = 1。对正交变换 O，OB 是布朗运动，且 τ0,1 对 OB 与 B 相

同，故 Bτ 的分布不变，由引理 14.3它是 σ1。|Bt|2 − dt是鞅（Itô公式），对有界停时 τ ∧ n应用并令 n → ∞：
E[τ ] = E|Bτ |2/d = 1/d。

14.3 调和函数

定义 14.5

♣

开集 D 上的函数 u称为调和的，若 u ∈ C2(D) 且 ∆u = 0。局部有界可测函数 u称为满足均值性质，若

对一切 x ∈ D 与 r > 0，B̄(x, r) ⊂ D 蕴含 u(x) =
∫
udσx,r。

命题 14.6

♠
u在 D 上调和，当且仅当它满足均值性质。此时 u ∈ C∞(D)。

证明 若 u调和，B̄(x, r) ⊂ D，对 u与停止过程 Bτx,r 用 Itô公式（u在 B̄(x, r)的邻域内 C2，可乘以截断函数

延拓到 Rd），u(Bt∧τ ) = u(x) +
∫ t∧τ
0

∇u(Bs) · dBs 是有界鞅，故 u(x) = Ex[u(Bτ )] =
∫
udσx,r（命题 14.4）。

反之，设 u 满足均值性质。固定 r0 > 0，D0 = {x : d(x,Dc) > r0}。取 h ∈ C∞
c ((0, r0))，h ≥ 0 不恒为

0。对 x ∈ D0，在 u(x) =
∫
udσx,r 两边乘以 dVdr

d−1h(r)并对 r 积分，由 (14.1)，c u(x) =
∫
h(|z − x|)u(z)dz

（c =
∫
h(|y|)dy > 0）。右边是 u1D 与 C∞

c 函数的卷积，故 u ∈ C∞(D0)。最后，对 x ∈ D0，r < r0，由 Itô公式
与命题 14.4，0 = Ex[u(Bτ )]− u(x) = 1

2Ex
∫ τ
0
∆u(Bs)ds。若∆u(x) > 0，则对小的 r，∆u > 0于 B̄(x, r)，矛盾

（Exτ > 0）；同理∆u(x) < 0不可能。

命题 14.7 (极大值原理与唯一性)

♠

设D 为有界区域，u ∈ C(D̄) 在D 上调和。则 u(x) = Ex[u(BTD
)]（x ∈ D）。特别地 maxD̄ u = max∂D u，

且这样的 u由其在 ∂D 上的值唯一决定。

证明 TD < ∞ a.s.（B1 的轨道无界，推论 9.17）。令 Dn = {x ∈ D : d(x,Dc) > 1/n}，则 TDn
↑ TD。在 D̄n 的

邻域上 u是 C2 的，如上一证明，u(x) = Ex[u(BTDn
)]。令 n → ∞，由路径连续性与 u在 D̄ 上的有界连续性，

u(BTDn
) → u(BTD

)，控制收敛即得。
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14.4 Dirichlet 问题

14.4 Dirichlet问题

定义 14.8

♣

设D为有界区域，g ∈ C(∂D)。Dirichlet 问题是寻找 u ∈ C(D̄)，在D上调和，在 ∂D上等于 g。点 y ∈ ∂D

称为正则的，若 Py(T̃D = 0) = 1，其中 T̃D = inf{t > 0 : Bt /∈ D}。

由 Blumenthal 0-1 律，Py(T̃D = 0) ∈ {0, 1}（{T̃D = 0} ∈ F0+）。

定理 14.9

♥

设D为有界区域，g ∈ C(∂D)，u(x) = Ex[g(BTD
)]（x ∈ D̄）。则 u在D上调和，且对每个正则点 y ∈ ∂D，

limx→y,x∈D u(x) = g(y)。因此，若 ∂D 的每一点都正则，则 Dirichlet 问题有唯一解 u。

证明 调和性。若 B̄(x, r) ⊂ D，则 τ = τx,r ≤ TD，且 TD = τ + TD ◦ θτ，BTD
= BTD

◦ θτ。由强马氏性（推论
9.20），u(x) = Ex[u(Bτ )] =

∫
udσx,r。u有界可测，由命题 14.6，u调和。

边界行为。设 y正则，η > 0。对 0 < ε < η，由马氏性，

ϕε(x) := Px(∃t ∈ [ε, η] : Bt /∈ D) =

∫
pε(z − x)Pz(TD ≤ η − ε)dz

关于 x连续（控制收敛）。由正则性，ϕε(y) ↑ Py(∃t ∈ (0, η] : Bt /∈ D) = 1（ε ↓ 0）。因此 lim infx→y Px(TD ≤ η) ≥
limx→y ϕε(x) = ϕε(y)，令 ε ↓ 0得 Px(TD ≤ η) → 1（x→ y）。给定 δ > 0，在事件 {TD ≤ η}∩{supt≤η|Bt−x| < δ}
上 |BTD

− y| < |x− y|+ δ。故

|u(x)− g(y)| ≤ sup{|g(z)− g(y)| : z ∈ ∂D, |z − y| < |x− y|+ δ}+ 2‖g‖∞
(
Px(TD > η) + P0(sup

t≤η
|Bt| ≥ δ)

)
.

先取 δ小，再取 η小，最后令 x→ y。唯一性由命题 14.7。

命题 14.10 (外锥条件)

♠

若 y ∈ ∂D，且存在顶点在 y 的开圆锥 C 与 r > 0 使 C ∩B(y, r) ⊂ Dc，则 y 正则。特别地，若D 的边界

是 C1 的（或 D 是凸的），则每个边界点都正则。

证明 锥在以 y为中心的伸缩下不变，故 α := Py(Bt ∈ C)不依赖于 t > 0，且 α > 0。于是 Py(T̃D ≤ t) ≥ Py(Bt ∈
C)− Py(sups≤t|Bs − y| ≥ r) → α（t→ 0），故 Py(T̃D = 0) ≥ α > 0，由 0-1律等于 1。

注 在 d ≥ 2时，挖去一点的圆盘D = B(0, 1)\{0}的边界点 0不正则（下面将证明布朗运动不击中点），Dirichlet
问题在 g(0) = 1，g = 0 于 |y| = 1 时无解。

14.5 Poisson核

定理 14.11

♥

设 D = B(0, 1)，g ∈ C(∂D)。则对 |x| < 1，

Ex[g(BTD
)] =

∫
Sd−1

g(y)
1− |x|2

|x− y|d
σ1(dy).

即：从 x出发的布朗运动的离出分布有关于 σ1 的密度K(x, y) = (1− |x|2)|x− y|−d（Poisson 核）。

证明 K(·, y)调和（|y| = 1）。记 z = x− y。利用 ∆|z|a = a(a+ d− 2)|z|a−2，

∆
(
(1−|x|2)|z|−d

)
= −2d|z|−d+2(−2x) ·(−dz|z|−d−2)+(1−|x|2)2d|z|−d−2 = 2d|z|−d−2

(
−|z|2+2x ·z+1−|x|2

)
,

而由 |y| = 1，|z|2 = |x|2 − 2x · y + 1，括号为 0。∫
K(x, y)σ1(dy) = 1。F (x) =

∫
K(x, y)σ1(dy)在D上调和（在积分号下求导），且对正交变换O，F (Ox) =
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14.6 常返性与暂留性

F (x)（K(Ox,Oy) = K(x, y)与 σ1 的不变性）。由均值性质，对 r < 1，1 = F (0) =
∫
F (ry)σ1(dy) = F (re1)，

故 F ≡ 1。

边界行为。令 u(x) =
∫
g(y)K(x, y)σ1(dy)，它在 D 上调和。对 y0 ∈ ∂D，δ > 0，当 |x − y0| < δ/2 时∫

|y−y0|≥δK(x, y)σ1(dy) ≤ (1 − |x|2)(2/δ)d → 0（x → y0）。于是 |u(x) − g(y0)| ≤ sup|y−y0|<δ|g(y) − g(y0)| +
2‖g‖∞(1− |x|2)(2/δ)d，故 u连续延拓到 D̄且等于 g于 ∂D。由命题 14.7（唯一性），u(x) = Ex[g(BTD

)]。

推论 14.12 (Harnack不等式)

♥

设 u ≥ 0 在 B(0, R) 的邻域上调和。则对 |x| < R，

Rd−2(R− |x|)
(R+ |x|)d−1

u(0) ≤ u(x) ≤ Rd−2(R+ |x|)
(R− |x|)d−1

u(0).

证明 由标度不妨R = 1。由定理 14.11与命题 14.7，u(x) =
∫
u(y) 1−|x|2

|x−y|dσ1(dy)，而 u(0) =
∫
udσ1。用 1− |x| ≤

|x− y| ≤ 1 + |x|估计核。
由 Harnack 不等式可知，区域上非负调和函数的全体在“u(x0) = 1”的归一化下是紧的；这是连续情形 Martin

边界理论的出发点。

14.6 常返性与暂留性

命题 14.13

♠

设 0 < r < |x| < R，Tr = inf{t : |Bt| = r}，TR 类似。则

Px(Tr < TR) =



R− |x|
R− r

, d = 1,

logR− log|x|
logR− log r

, d = 2,

|x|2−d −R2−d

r2−d −R2−d , d ≥ 3.

证明 ϕ(x) = |x|（d = 1），log|x|（d = 2），|x|2−d（d ≥ 3）在 Rd \ {0}上调和（∆|x|a = a(a + d − 2)|x|a−2；

∆log|x| = 0于 d = 2）。环形区域是有界区域，边界满足外锥条件。由命题 14.7（应用于在闭环域上连续、内部
调和的 ϕ），ϕ(x) = Ex[ϕ(BTr∧TR

)] = ϕ(r)p+ ϕ(R)(1− p)，p = Px(Tr < TR)（Tr ∧ TR <∞ a.s.）。

定理 14.14

♥

(1) d = 1：布朗运动常返，a.s. 击中每一点无穷多次。(2) d = 2：布朗运动邻域常返——对每个开集 U，a.s.
{t : Bt ∈ U}无界；但对 x 6= 0，Px(∃t > 0, Bt = 0) = 0（点是极集）。(3) d ≥ 3：布朗运动暂留，|Bt| → ∞
a.s.；点也是极集。

证明 (1)由推论 9.17。(2)在命题 14.13中令 R → ∞得 Px(Tr < ∞) = 1，即 a.s.进入每个球 B(0, r)；由平移

不变性与强马氏性（在离开大球后再次进入），进入是无限次的。令 r → 0：Px(T0 < TR) ≤ Px(Tr < TR) → 0，

再令 R → ∞。对 x = 0，由马氏性 P0(∃t > ε : Bt = 0) = E0[PBε
(T0 < ∞)] = 0，令 ε → 0。(3)令 R → ∞：

Px(Tr <∞) = (r/|x|)d−2。对n，令Sn = inf{t : |Bt| = n3}，由强马氏性P(∃t ≥ Sn : |Bt| ≤ n) = n−2(d−2) ≤ n−2，

由 Borel–Cantelli，a.s.最终 |Bt| > n对 t ≥ Sn 成立。极集性同 (2)。
例 14.1 (严格局部鞅) 设 d = 3，x 6= 0。由于 B 不击中 0，可以对 R3 \ {0} 上的调和函数 |x|−1 用 Itô 公式（注记
于定理 12.12 之后），Mt = |Bt|−1 是连续局部鞅。但 Ex[Mt] ≤ Ex[|Bt|−1] → 0（t→ ∞；用 (14.1) 与热核估计），
而M0 = |x|−1 > 0，故M 不是鞅。（类似的估计表明 supt Ex[M2

t ] <∞，从而M 一致可积。）
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14.7 Green函数、Liouville定理与半平面的离出分布

命题 14.15 (布朗运动的 Green函数)

♠

设 d ≥ 3。对 x 6= y，

G(x, y) :=

∫ ∞

0

pt(y − x)dt =
Γ(d2 − 1)

2πd/2
|x− y|2−d.

对非负可测 f，Ex
[ ∫∞

0
f(Bt)dt

]
=
∫
G(x, y)f(y)dy =: Gf(x)（平均占位时间）。若 f ∈ C2

c (Rd)，则

Gf ∈ C2 且 1
2∆(Gf) = −f。

证明 令 r = |x − y|，作替换 u = r2/(2t)：
∫∞
0

(2πt)−d/2e−r
2/(2t)dt = π−d/2 r2−d

2

∫∞
0
ud/2−2e−udu。第二个

论断由 Fubini。最后，Qtf = pt ∗ f，∆(Qtf) = Qt(∆f)（在积分号下求导），由例 13.1， d
dtQtf = 1

2Qt∆f。

|Qtf | ≤ (2πt)−d/2‖f‖1，d ≥ 3 时
∫∞
1
t−d/2dt < ∞，故 Gf =

∫∞
0
Qtfdt 可在积分号下求两次导，

1
2∆Gf =∫∞

0
d
dtQtfdt = limt→∞Qtf − f = −f。
这与离散 Green 函数满足的 (I−Q)G = I（式 (8.1)）完全平行：− 1

2∆是 I−Q的连续类比，|x|2−d 是 Newton
位势。

定理 14.16 (Liouville)

♥Rd 上有界的调和函数都是常数。等价地，布朗运动的 Poisson 边界是平凡的。

证明 由均值性质（命题 14.6）与 (14.1)，对一切 R > 0，u(x) = 1
VdRd

∫
B(x,R)

u(z)dz。故 |u(x) − u(y)| ≤

‖u‖∞ λd(B(x,R)△B(y,R))
VdRd ≤ ‖u‖∞

2Vd

(
(R+|x−y|)d−(R−|x−y|)d

)
VdRd → 0（R→ ∞）。

与例 8.4 对比：树上的随机游走有大量有界调和函数，而 Rd（以及 Zd）上没有。

命题 14.17 (半平面的离出分布)

♠

设 B = (B1, B2) 为从 (0, y)（y > 0）出发的平面布朗运动，T = inf{t : B2
t = 0}。则 B1

T 服从密度为
y

π(y2+x2) 的 Cauchy 分布。

证明 T 是 B2 的首中时，与 B1 独立。由反射原理，P(T ≤ t) = P(|N2|
√
t ≥ y)，即 T

(d)
= y2/N2

2。由冻结引理，

给定 T，B1
T ∼ N (0, T )，故 B1

T

(d)
=

√
TN1

(d)
= yN1/|N2|

(d)
= yN1/N2，N1, N2 独立标准正态。(N1, N2)的分布旋

转不变，其辐角 Θ在 [0, 2π)上均匀分布，N1/N2 = cotΘ，其分布函数为 1
2 + 1

π arctanx。

例 14.2 (Cauchy过程) 设 (β, γ) 为平面布朗运动，Ts = inf{u : βu = s}（s ≥ 0）。则 Cs = γTs
是 Lévy 过程，Cs

服从参数为 s的 Cauchy 分布（命题 14.17），其特征指数（第 13 章）为 ψ(ξ) = |ξ|。确实，s 7→ Ts 是右连续的递
增停时族，Ts+r = Ts + inf{u : βTs+u − βTs

= r}；由强马氏性，(βTs+· − s, γTs+· − γTs
) 是与 FTs

独立的平面布
朗运动，故 Cs+r −Cs 与 (Cu)u≤s 独立且与 Cr 同分布。C 的路径右连续（T 右连续，γ 连续），有左极限。这是
“用布朗运动的首中时作时间变换”（从属）的一个例子。

14.8 平面布朗运动与共形不变性
把 R2 等同于 C。复布朗运动是 Z = X + iY，(X,Y ) 为二维布朗运动。

定理 14.18 (Lévy共形不变性)

♥

设 Z 为从 z 出发的复布朗运动，Φ : C → C 为非常数整函数。令 Ct =
∫ t
0
|Φ′(Zs)|2ds。则 C∞ = ∞ a.s.，

且存在从 Φ(z) 出发的复布朗运动 Γ 使 Φ(Zt) = ΓCt
对一切 t成立。

证明 记 Φ = P + iQ。由 Cauchy–Riemann方程，P,Q调和，|∇P |2 = |∇Q|2 = |Φ′|2，∇P · ∇Q = 0。由 Itô公
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14.8 平面布朗运动与共形不变性

式，Ut = P (Zt)− P (z)与 Vt = Q(Zt)−Q(z)是连续局部鞅，〈U〉 = 〈V 〉 = C，〈U, V 〉 = 0。

C∞ = ∞：Φ′不恒为 0，存在圆盘B(w, ρ)使 |Φ′|2 ≥ c > 0于其上。由邻域常返性，Z无穷多次进入B(w, ρ/2)

（在两次进入之间先离开B(w, ρ)）。每次进入后，在离开B(w, ρ)之前停留的时间不小于离开以进入点为中心、半

径 ρ/2的球所需的时间；由强马氏性，后者构成独立同分布的正随机变量序列（命题 14.4），由强大数定律其和
为无穷，故 C∞ ≥ c · ∞ = ∞。
令 τr = inf{t : Ct > r}，βr = Uτr，γr = Vτr。完全如定理 12.15的证明，β, γ是连续的 (Fτr )-局部鞅（实际

上是鞅），〈β〉r = 〈γ〉r = r；对 βγ同样由可选停止定理（UV 在 τn处停止后是一致可积鞅，因为 〈U+V 〉τn ≤ 2n）

得 〈β, γ〉 = 0。由 Lévy定理 12.14，(β, γ)是二维布朗运动；令 Γ = Φ(z) + β + iγ。最后 Φ(Zt) = ΓCt
与定理

12.15最后一步相同。

定理 14.19 (Spitzer)

♥

设 Z 为从 1 出发的复布朗运动，θt 为 argZt 的连续确定（θ0 = 0；由于 Z 不击中 0，它存在且唯一）。则
2θt
log t

(d)−−−→ Cauchy 分布 (t→ ∞).

证明 第一步：表示。设W = β+iγ为从 0出发的复布朗运动。由定理 14.18（Φ = exp），eWs = ΓCs，Cs =
∫ s
0
e2βudu，

Γ为从 1出发的复布朗运动，C∞ = ∞。令 H = C−1，则 Γt = exp(WHt
)，Ht =

∫ t
0
|Γu|−2du，且 γHt

是 arg Γt

的连续确定。由于 θ是路径的确定性泛函，只需对 Z = Γ证明，此时 θt = γHt
。

第二步：标度。令 λ = log
√
t，β

(λ)
s = λ−1βλ2s，γ

(λ)
s = λ−1γλ2s（独立的布朗运动），τ

(λ)
c = inf{s : β(λ)

s =

c} = λ−2 inf{u : βu = λc}。则 θt/λ = γ
(λ)
λ−2Ht

，而 γ
(λ)

τ
(λ)
1

服从 Cauchy分布（命题 14.17，y = 1）。由于 γ(λ) 是布

朗运动而 τ
(λ)
1

(d)
= τ1 是胎紧的，由路径的一致连续性，只需证明 λ−2Ht − τ

(λ)
1

P−−→ 0。

第三步：比较。令 σr = inf{u : |Γu| = r}。由 |Γu| = eβHu，Hσr = inf{s : βs = log r}，于是 λ−2Hσa
√

t
=

τ
(λ)
1+log a/λ。给定 η > 0，取 0 < a < 1 < b使对一切充分大的 t，P(σa√t ≤ t ≤ σb

√
t) ≥ 1−η：由标度，Γt·/

√
t是从

1/
√
t出发的布朗运动，故 P(σa√t > t) ≤ sup|z|≤a/2 Pz(|B1| < a) ≤ Ca2，P(σb√t < t) ≤ P0(sups≤1|Bs| ≥ b−1)。

在该事件上，H 递增给出

τ
(λ)
1+log a/λ ≤ λ−2Ht ≤ τ

(λ)
1+log b/λ.

而 (τ
(λ)
c )c

(d)
= (τc)c（标准布朗运动的首中时），c 7→ τc 在 c = 1处 a.s.连续（τ1+ = τ1 由强马氏性与推论 9.17；

τ1− = τ1 由连续性），故 τ
(λ)
1±ϵλ − τ

(λ)
1

P−−→ 0（ϵλ → 0）。综上 λ−2Ht − τ
(λ)
1

P−−→ 0。
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第 15章 随机微分方程

随机微分方程 dXt = σ(Xt)dBt + b(Xt)dt 是构造扩散过程的主要工具：它的解是生成元为 1
2

∑
aij∂ij +∑

bi∂i（a = σσ⊤）的 Feller 过程。本章证明 Lipschitz 系数下解的存在唯一性及其马氏性，介绍 Yamada–Watanabe
的路径唯一性判别法，并讨论几个重要例子。

15.1 定义
设 d,m ≥ 1，σ : R+ × Rd → Rd×m，b : R+ × Rd → Rd 为局部有界可测函数。

定义 15.1

♣

方程 E(σ, b)：

dXt = σ(t,Xt)dBt + b(t,Xt)dt

的一个解由以下资料组成：满足通常条件的带滤子概率空间 (Ω,F , (Ft),P)，其上的 m 维 (Ft)-布朗运动

B，以及取值于 Rd 的连续适应过程 X，使得 a.s. 对一切 t，

Xt = X0 +

∫ t

0

σ(s,Xs)dBs +

∫ t

0

b(s,Xs)ds

（分量形式：Xi
t = Xi

0 +
∑
j

∫ t
0
σij(s,Xs)dB

j
s +

∫ t
0
bi(s,Xs)ds）。

称 E(σ, b) 有路径唯一性，若在同一带滤子概率空间与同一布朗运动 B 上的两个解 X,X ′，只要

X0 = X ′
0 a.s.，就有 X 与 X ′ 不可区分。

称 E(σ, b) 有弱存在性，若对每个 x ∈ Rd 都存在某个解满足 X0 = x；有依分布唯一性，若 X0 = x

的所有解（可能在不同概率空间上）都有相同的分布。

称解 X 是强解，若 X 关于 X0 与 B 生成的（完备化）滤子适应。

注 [Yamada–Watanabe] 可以证明：弱存在性加上路径唯一性蕴含依分布唯一性，且每个解都是强解。在 Lipschitz
情形下我们将直接证明这些结论（定理 15.3），因此不需要这个一般定理。

引理 15.2 (Gronwall)

♥
设 g 是 [0, T ] 上的有界可测函数，a, c ≥ 0，且 g(t) ≤ a+ c

∫ t
0
g(s)ds对 t ∈ [0, T ] 成立。则 g(t) ≤ aect。

证明 反复代入：g(t) ≤ a
∑
k<n

(ct)k

k! + cn
∫
0<sn<···<s1<t g(sn)ds ≤ aect + ‖g‖∞ (ct)n

n! ，令 n→ ∞。

15.2 Lipschitz情形
假设 (L)：σ, b连续，且存在K 使对一切 t, x, y，

|σ(t, x)− σ(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)| ≤ K|x− y|

（矩阵用 Hilbert–Schmidt 范数）。于是对每个 T，存在KT 使 |σ(t, x)|+ |b(t, x)| ≤ KT (1 + |x|)，t ≤ T。

定理 15.3
在假设 (L) 下：

1. E(σ, b) 有路径唯一性。

2. 在任何带m维 (Ft)-布朗运动 B 的带滤子概率空间上，对任何 x ∈ Rd，存在（唯一的）解 X 满足

X0 = x，它是强解。



15.2 Lipschitz 情形

♥

3. 存在可测映射 F : Rd×C(R+,Rm) → C(R+,Rd)（不依赖于概率空间），使得对每个 F0-可测的X0，

X = F (X0, B) 是从 X0 出发的唯一解。特别地，E(σ, b) 有依分布唯一性。

证明 (1)唯一性。设X,X ′为两个解，X0 = X ′
0。对M > 0令 τ = inf{t : |Xt| ≥M 或|X ′

t| ≥M}（若X0无界，

先限制在 {|X0| ≤ M} ∈ F0 上）。固定 T，令 g(t) = E[|Xt∧τ −X ′
t∧τ |2]（有界）。由 (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2、等距

性（停止后被积函数有界）与 Cauchy–Schwarz，

g(t) ≤ 2E
[ ∫ t∧τ

0

|σ(s,Xs)− σ(s,X ′
s)|2ds

]
+ 2TE

[ ∫ t∧τ

0

|b(s,Xs)− b(s,X ′
s)|2ds

]
≤ 2(1 + T )K2

∫ t

0

g(s)ds.

由 Gronwall引理 g ≡ 0；令M → ∞，再由连续性得不可区分。
(2)存在性。先设 X0 ∈ L2 是 F0-可测的。固定 T，令 X0

t = X0，

Xn+1
t = X0 +

∫ t

0

σ(s,Xn
s )dBs +

∫ t

0

b(s,Xn
s )ds, t ≤ T.

归纳地，Xn连续适应且E[supt≤T |Xn
t |2] <∞（由线性增长、Doob不等式与等距性）。令 gn(t) = E[sups≤t|Xn+1

s −
Xn
s |2]。由 Doob不等式与 Cauchy–Schwarz，

gn(t) ≤ 8E
∫ t

0

|σ(s,Xn
s )− σ(s,Xn−1

s )|2ds+ 2TE
∫ t

0

|b(s,Xn
s )− b(s,Xn−1

s )|2ds ≤ CT

∫ t

0

gn−1(s)ds,

故 gn(T ) ≤ g0(T )
(CTT )n

n! 。于是
∑
n‖supt≤T |X

n+1
t −Xn

t |‖L2 <∞，Xn a.s.在 [0, T ]上一致收敛到连续适应过程

X。在递推式中取极限（随机积分项用等距性：E
∫ T
0
|σ(s,Xn

s )− σ(s,Xs)|2ds ≤ K2TE[sup|Xn −X|2] → 0），X

是 [0, T ]上的解。由唯一性，不同 T 上的解相容，粘合得 R+ 上的解。由构造，X 关于 X0 与 B 生成的完备滤

子适应。同样的 Gronwall论证给出稳定性估计：若 X,X ′ 是初值 X0, X
′
0 ∈ L2 的解，则

E
[
sup
t≤T

|Xt −X ′
t|2
]
≤ CT E|X0 −X ′

0|2. (15.1)

对一般的F0-可测X0，令AM = {|X0| ≤M} ∈ F0，X
(M)为初值X01AM

的解。由引理 12.8（s = 0），1AM
X(M ′)

与 1AM
X(M)（M < M ′）都满足以 1AM

X0为初值的方程中乘以 1AM
后的等式，由唯一性的证明（在 AM 上作

同样的估计）它们在 AM 上相同；于是 X = limM X(M) 是解。

(3)可测泛函。在典范空间W = C(R+,Rm)（Wiener测度，坐标过程 w，完备化的自然滤子）上，对每个

z ∈ Rd，由 (2)得到从 z出发的解 Φz，它是W 上（a.e.定义的）可测映射W → C(R+,Rd)。
迁移：设 B 是某个带滤子概率空间上的 (Ft)-布朗运动，则 Φz(B) 是该空间上从 z 出发的解。事实上，

Φz(B)t 关于 σ(Bs, s ≤ t) 的完备化可测（W -零集的原像是 P-零集），从而适应；由命题 12.10，存在确定的
子列 nk，使W 上随机积分

∫ t
0
σ(s,Φzs)dws 是 Riemann和 Rnk

(w)的 a.s.极限；而在原空间上 Rnk
(B)依概率收

敛到
∫ t
0
σ(s,Φz(B)s)dBs，又因 B 的分布是Wiener测度而 a.s.收敛到 (limRnk

)(B)，故二者相等。方程的其余

各项显然对应。由路径唯一性，原空间上从 z出发的解就是 Φz(B)。

联合可测性：对 x ∈ Rd 令 xk = 2−kb2kxc（逐分量），Fk(x,w) = Φxk(w)；由于 x 7→ xk 取可数个值且在

Borel集上为常数，Fk是 B(Rd)⊗B(W )-可测的。令 F (x,w) = limk Fk(x,w)（在 C(R+,Rd)的局部一致拓扑中，
极限存在的集合是可测的），极限不存在时令 F (x,w) = 0。

结论：设X0是F0-可测的，X为从X0出发的解。初值 (X0)k取可数个值，由迁移与引理 12.8（在每个F0-事件
{(X0)k = z}上），从 (X0)k出发的解是Fk(X0, B)。由稳定性估计 (15.1)（先限制在AM上），E[supt≤T |Fk(X0, B)t−
Xt|21AM

] ≤ CT d4
−k，可和，故 a.s.Fk(X0, B) → X局部一致，即X = F (X0, B)。特别地从 x出发的解是F (x,B)，

其分布是W 在 F (x, ·)下的像，只依赖于 x：依分布唯一性成立。

命题 15.4

♠

在假设 (L) 下，设 σ, b不依赖于 t，记 Xx = F (x,B)。则对每个 T 存在 CT 使

E
[
sup
t≤T

|Xx
t −Xy

t |2
]
≤ CT |x− y|2, E

[
sup
t≤T

|Xx
t − x|2

]
≤ CTT (1 + |x|2), (15.2)

且 E[(1 + |Xx
t |2)−1] ≤ (1 + |x|2)−1eCT t（t ≤ T）。
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15.3 解的马氏性

证明 第一式：与唯一性证明相同，但用Doob不等式，g(t) = E[sups≤t|Xx
s −Xy

s |2] ≤ 3|x−y|2+C
∫ t
0
g，Gronwall

（先停止使 g 有界）。第二式：E[sups≤t|Xx
s − x|2] ≤ C

∫ t
0
E[1 + |Xx

s |2]ds，而 E[sups≤T |Xx
s |2] ≤ C(1 + |x|2)

（同样由 Gronwall）。第三式：令 ϕ(y) = (1 + |y|2)−1，则 ∇ϕ = −2yϕ2，D2ϕ = −2ϕ2I + 8ϕ3yy⊤，由线性增长

| 12 tr(σσ
⊤D2ϕ)+b·∇ϕ| ≤ Cϕ。由 Itô公式（随机积分项的被积函数有界，是鞅），Eϕ(Xx

t ) ≤ ϕ(x)+C
∫ t
0
Eϕ(Xx

s )ds，

用 Gronwall。

15.3 解的马氏性

定理 15.5

♥

在假设 (L) 下，设 σ, b 不依赖于 t。令 Qtf(x) = E[f(Xx
t )]。则 (Qt) 是 Feller 半群；对任何解 X（关于

任何 (Ft)-布朗运动），X 是以 (Qt) 为转移半群的 (Ft)-马氏过程。生成元 L满足 C2
c (Rd) ⊂ D(L)，且对

f ∈ C2
c，

Lf(x) =
1

2

∑
i,j

aij(x)∂ijf(x) +
∑
i

bi(x)∂if(x), a = σσ⊤.

证明 马氏性。固定 s。B̃t = Bs+t − Bs 是关于 (Fs+t)的布朗运动，与 Fs 独立；X̃t = Xs+t 满足 X̃t = Xs +∫ t
0
σ(X̃u)dB̃u+

∫ t
0
b(X̃u)du（随机积分的时间平移由 Riemann和逼近得到）。由定理 15.3(3)，X̃ = F (Xs, B̃)。由

冻结引理 5.5，E[f(Xs+t) | Fs] = E[f(F (y, B̃)t)]|y=Xs = Qtf(Xs)。半群性质由此推出（取 X = Xx 并取期望）；

(t, x) 7→ Qtf(x)的可测性由 F 的可测性。

Feller性质。设 f ∈ C0(Rd)。由 (15.2)，Xy
t → Xx

t 于L2（y → x），故Qtf连续。由命题 15.4的第三式与Markov
不等式，P(|Xx

t | ≤ R) ≤ (1+R2)(1+|x|2)−1eCT t，于是Qtf(x) → 0（|x| → ∞），且这对 t ≤ T 一致成立。强连续性：

给定 ε > 0，取A使 |f | ≤ ε于 {|y| ≥ A/2}且 supt≤1,|x|≥A|Qtf(x)| ≤ ε（由上面的一致估计，增大A），则对 |x| ≥ A，

|Qtf(x)−f(x)| ≤ 2ε；对 |x| ≤ A，|Qtf(x)−f(x)| ≤ ωf (δ)+2‖f‖P(|Xx
t −x| > δ) ≤ ωf (δ)+2‖f‖C1t(1+A

2)/δ2

（ωf 为连续模）。

生成元。对 f ∈ C2
c，由 Itô公式，f(Xx

t ) = f(x)+
∫ t
0
∇f(Xx

s )
⊤σ(Xx

s )dBs+
∫ t
0
Lf(Xx

s )ds，随机积分的被积

函数有界，故Qtf−f =
∫ t
0
QsLfds。Lf ∈ Cc ⊂ C0，由强连续性 ‖ 1

t (Qtf−f)−Lf‖ ≤ sups≤t‖QsLf−Lf‖ → 0。

命题 15.6 (扩散的 Dirichlet问题)

♠

在定理 15.5 的条件下，设D为有界区域，X 是从 x ∈ D出发的解，T = inf{t : Xt /∈ D}满足 Ex[T ] <∞。

若 u ∈ C2（在 D̄ 的邻域上）满足 Lu = −f 于 D（f 有界连续），则

u(x) = Ex
[
u(XT ) +

∫ T

0

f(Xs)ds
]
.

特别地（u满足 Lu = −1，u = 0 于 ∂D），Ex[T ] = u(x)。

证明 由 Itô公式（u修改为 C2
c 函数），u(Xt∧T )− u(x)−

∫ t∧T
0

Lu(Xs)ds是随机积分，被积函数∇u⊤σ在 D̄上

有界，故是鞅。取期望，令 t→ ∞（ET <∞，控制收敛）。
例如对 d维布朗运动（L = 1

2∆）与球 B(0, r)，u(x) = r2−|x|2
d 给出 Ex[T ] = r2−|x|2

d ，推广了命题 14.4。

15.4 一维情形的路径唯一性

定理 15.7 (Yamada–Watanabe)

♥

设 d = m = 1，b Lipschitz，且存在不减函数 h : [0,∞) → [0,∞)，h(0) = 0，
∫
0+
h(u)−2du = ∞，使

|σ(x)− σ(y)| ≤ h(|x− y|)。则 E(σ, b) 有路径唯一性。例如 σ 是 1
2 -Hölder 连续的（h(u) = c

√
u）。
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15.5 例子

证明 取 1 > a1 > a2 > . . . ↓ 0 使
∫ an−1

an
h(u)−2du = n（a0 = 1）。取连续函数 ρn ≥ 0，支撑于 (an, an−1)，∫

ρn = 1，ρn(u) ≤ 2
nh(u)2。令 ψn(x) =

∫ |x|
0

∫ y
0
ρn(u)dudy，则 ψn ∈ C2，|ψ′

n| ≤ 1，ψn(x) ↑ |x|，ψ′′
n(x) = ρn(|x|)。

设 X,X ′ 为两个解，X0 = X ′
0，∆ = X −X ′。由 Itô公式，

ψn(∆t) =

∫ t

0

ψ′
n(∆s)(σ(Xs)− σ(X ′

s))dBs +

∫ t

0

ψ′
n(∆s)(b(Xs)− b(X ′

s))ds+
1

2

∫ t

0

ρn(|∆s|)(σ(Xs)− σ(X ′
s))

2ds.

最后一项≤ 1
2

∫ t
0

2
nh(|∆s|)2h(|∆s|)2ds ≤ t/n。停止于 τM = inf{t : |Xt|+ |X ′

t| ≥M}（随机积分成为鞅）并取期望：
E[ψn(∆t∧τM )] ≤ K

∫ t
0
E[|∆s∧τM |]ds+t/n。由于 ψn(x) ≥ |x|−an−1，令 n→ ∞得 E|∆t∧τM | ≤ K

∫ t
0
E|∆s∧τM |ds，

由 Gronwall，E|∆t∧τM | = 0。令M → ∞并用连续性。

15.5 例子

例 15.1 (Ornstein–Uhlenbeck过程) 方程 dXt = dBt−λXtdt（λ > 0）的解为Xt = e−λtX0+
∫ t
0
e−λ(t−s)dBs（由

分部积分验证 eλtXt = X0 +
∫ t
0
eλsdBs）。若 X0 = x，则 Xt ∼ N (e−λtx, 1−e−2λt

2λ )（Wiener 积分是高斯的，第 9
章）。N (0, 1

2λ ) 是平稳分布：若 X0 服从它且与 B 独立，则每个 Xt 都服从它。
例 15.2 (几何布朗运动) 方程 dXt = σXtdBt + rXtdt 的解为 Xt = X0 exp(σBt + (r − σ2

2 )t)（Itô 公式验证）。
r = 0 时它是指数鞅 X0E(σB)t。这是 Black–Scholes 模型中的股价过程。
例 15.3 (Bessel过程) 设 d ≥ 2 为整数，B 为从 x 6= 0 出发的 d维布朗运动，ρt = |Bt|。由定理 14.14，B 不击中
0，可以对 |·|（在 Rd \ {0} 上光滑）用 Itô 公式：

ρt = |x|+ βt +
d− 1

2

∫ t

0

ds

ρs
, βt =

∫ t

0

Bs
|Bs|

· dBs.

〈β〉t = t，由 Lévy 定理 β 是布朗运动。ρ称为 d维 Bessel 过程。其平方 Y = ρ2 满足

dYt = 2
√
Yt dβt + d dt.

系数 2
√
|y| 是 1

2 -Hölder 的，由定理 15.7，此方程有路径唯一性。对任意实数 δ ≥ 0，方程 dYt = 2
√

|Yt|dβt+ δdt

的非负解称为 δ 维平方 Bessel 过程（其弱存在性可以用连续系数 SDE 的一般存在定理得到，本讲义不证明）。

15.6 一维扩散的尺度函数

命题 15.8 (尺度函数)

♠

设 I = (l, r)（−∞ ≤ l < r ≤ ∞），σ, b在 I 上连续，σ > 0 于 I。设 [a, b′] ⊂ I，x ∈ (a, b′)，X 是连续适

应过程，X0 = x，T = inf{t : Xt /∈ (a, b′)}，且 Xt∧T = x+
∫ t∧T
0

σ(Xs)dBs +
∫ t∧T
0

b(Xs)ds（即 X 在离

开 (a, b′) 之前解方程 dX = σ(X)dB + b(X)dt；系数只需在 I 上定义）。取 c ∈ I，令

s(y) =

∫ y

c

exp
(
−
∫ z

c

2b(u)

σ(u)2
du
)
dz (尺度函数).

则 T <∞ a.s.，且 P(XT = a) =
s(b′)− s(x)

s(b′)− s(a)
。

证明 s ∈ C2(I)，s′ > 0， 1
2σ

2s′′ + bs′ = 0。由 Itô 公式（把 s 在 [a, b′] 的邻域外修改为 C2(R) 函数），Yt =

s(Xt∧T ) 是连续局部鞅，取值于 [s(a), s(b′)]，从而是有界鞅，〈Y 〉t =
∫ t∧T
0

s′(Xu)
2σ(Xu)

2du ≥ κ (t ∧ T )，其

中 κ = min[a,b′](s
′σ)2 > 0。由命题 11.7(2)，E[〈Y 〉∞] = E[(Y∞ − Y0)

2] < ∞，故 ET < ∞。由可选停止，
s(x) = E[s(XT )] = s(a)p+ s(b′)(1− p)，p = P(XT = a)。

例 15.4 (平方 Bessel过程何时击中 0) 设 δ ≥ 0，Y 是方程 dYt = 2
√
|Yt|dβt+δdt的解，Y0 = y > 0。在 I = (0,∞)

上 σ(u) = 2
√
u，b = δ，s′(z) = z−δ/2（取 c = 1）。对 0 < a < y < b′，

Py(Ta < Tb′) =
s(b′)− s(y)

s(b′)− s(a)
.
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15.7 弱解与 Girsanov 变换

若 δ ≥ 2，s(0+) = −∞，令 a ↓ 0 得 Py(T0 < Tb′) = 0 对一切 b′ 成立（T0 = lima↓0 Ta），故 Y 永不击中 0。
若 δ < 2，s(0+) 有限而 s(∞) = ∞，令 a ↓ 0 再令 b′ → ∞，得 Py(T0 <∞) = 1。
若 δ > 2，s(∞) <∞，令 b′ → ∞ 得 Py(Ta <∞) = (a/y)δ/2−1 < 1，且（如定理 14.14(3)）Yt → ∞ a.s.

当 δ = d 为整数时，Y = |B|2（例 15.3），这再次给出：d ≥ 2 维布朗运动不击中点，d ≥ 3 时暂留，且
Px(TB(0,r) <∞) = (r/|x|)d−2，与命题 14.13 一致。

15.7 弱解与 Girsanov变换

定理 15.9

♥

设 b : R+ ×Rd → Rd 有界可测，T > 0。则方程 dXt = dBt + b(t,Xt)dt（t ≤ T）对每个初值 x都有弱解，

且依分布唯一：任何解 X 在 C([0, T ],Rd) 上的分布为

P(X ∈ dw) = exp
(∫ T

0

b(s, ws) · dws −
1

2

∫ T

0

|b(s, ws)|2ds
)
Wx(dw),

其中Wx 为从 x出发的 Wiener 测度，
∫
b · dw 是典范空间上的随机积分。

证明 存在性。设W 是从 x出发的 (Ft)-布朗运动，Lt =
∫ t∧T
0

b(s,Ws) · dWs。〈L〉∞ ≤ ‖b‖2∞T，由 Novikov判
别法 12.24，E(L)是一致可积鞅。令 dQ = E(L)∞dP。由推论 12.23，Bt :=Wt − x−

∫ t∧T
0

b(s,Ws)ds在 Q下是
布朗运动，即 (W,B)在 Q下是解。
唯一性。设 X 是某个空间上的解，L′

t = −
∫ t∧T
0

b(s,Xs) · dBs，dR = E(L′)∞dP。由 Girsanov，Xt − x =

Bt +
∫ t
0
b(s,Xs)ds = Bt − 〈B,L′〉t 在 R下是布朗运动，故 X 在 R下的分布为Wx。而

dP
dR

= E(L′)−1
∞ = exp

(∫ T

0

b(s,Xs) · dXs −
1

2

∫ T

0

|b(s,Xs)|2ds
)
,

其中
∫
b(s,Xs) · dBs +

∫
|b|2ds =

∫
b(s,Xs) · dXs。随机积分

∫ T
0
b(s,Xs) · dXs 等于典范空间上的随机积分泛函

在 X 处的值：在典范空间上用初等过程 Hn(s, w)在 L2(dWxds)中逼近 b(s, ws)（命题 12.2），初等积分是路径
的显式泛函，而由等距性（在 R下 X 是布朗运动）两边的 L2 极限对应。于是 X 在 P下的分布由上式给出。
注 [局部 Lipschitz 系数] 设 σ, b只在开集 U ⊂ Rd 上（关于 x）局部 Lipschitz。若某个解X 永不离开 U，则它的
分布是唯一确定的：取紧集 Kn ↑ U 与全局 Lipschitz 的系数 σn, bn 使其在 Kn 上与 σ, b 一致；在 X 离开 Kn 之
前，X 也是 E(σn, bn) 的解，由定理 15.3 的路径唯一性与 (3)，X 在离开Kn 之前等于 Fn(x,B)，其（停止后的）
分布由 n与 x决定；令 n→ ∞。

命题 15.10 (三维 Bessel过程是不击中 0的布朗运动)

♠

设 B 为从 x > 0 出发的一维 (Ft)-布朗运动，T0 为其首中 0 的时刻，Dt = Bt∧T0
/x。对固定的 T > 0，令

dQ = DTdP（于 FT 上）。则在 Q 下，T0 > T a.s.，且 (Bt)t≤T 满足

Bt = x+Wt +

∫ t

0

ds

Bs
,

W 为 Q-布朗运动。因此 (Bt)t≤T 在 Q 下与从 x出发的三维 Bessel 过程（例 15.3）同分布。

证明 D是非负鞅（停止的布朗运动，有界停时上的可选停止），EDT = 1，且 Q(T0 ≤ T ) = E[DT ;T0 ≤ T ] = 0。

对 ε ∈ (0, x)，令 Rε = inf{t : Bt ≤ ε} ∧ T，dQε = DRε
dP。由于 DRε

≥ ε/x > 0，Qε 与 P 等价，鞅
E[DRε |Ft] = Dt∧Rε 连续，且由 Itô公式（对 log），D·∧Rε = E(Lε)，Lε =

∫ ·∧Rε

0
B−1
s dBs。由 Girsanov定理 12.22，

Bt∧Rε
− x−

∫ t∧Rε

0
B−1
s ds是 Qε-连续局部鞅，二次变差为 t ∧ Rε。由可选停止，Q与 Qε 在 FRε

上一致，故上

述结论在 Q下也成立。Q-a.s. Rε ↑ T（ε ↓ 0），于是Wt = Bt − x−
∫ t
0
B−1
s ds（t ≤ T）是以 (Rε)为约化序列的

Q-连续局部鞅，〈W 〉t = t，由 Lévy定理W 是 [0, T ]上的布朗运动。三维 Bessel过程 ρ = |B(3)|满足同一方程且
永不击中 0；系数 1/y在 (0,∞)上局部 Lipschitz，由注 15.7，两者同分布。

这是 Doob h-变换（第 8 章）的连续版本：h(x) = x是被杀死于 0 的布朗运动的正调和函数，h-过程就是“以
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永不击中 0 为条件”的布朗运动，它是三维 Bessel 过程。
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第 16章 局部时

Itô 公式要求函数是 C2 的。对 f(x) = |x− a| 这样的凸函数，Itô 公式中出现一个新的增过程——局部时 Lat，
它度量半鞅在时刻 t 之前在水平 a 附近“停留”的多少。本章用 Tanaka 公式定义局部时，证明其关于空间变量的
正则性与占位时公式，并证明 Lévy 关于布朗运动局部时的定理。

本章中X = X0 +M + V 是连续半鞅（M 为连续局部鞅，M0 = 0，V 为有限变差过程），|dV | 表示 V 的全
变差测度。约定 sgn(x) = 1{x>0} − 1{x≤0}。

16.1 Tanaka公式

命题 16.1

♠

设 f : R → R 为凸函数，f ′− 为其左导数。则存在增过程 Af 使

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

f ′−(Xs)dXs +Aft .

证明 取连续函数 h ≥ 0，支撑于 [0, 1]，
∫
h = 1，令 hn(x) = nh(nx)，φn = hn∗f，即 φn(x) =

∫
hn(y)f(x−y)dy。

则 φn是 C2凸函数，φ′
n = hn ∗ f ′−，且 φn → f，φ′

n → f ′−逐点（f
′
−左连续，而 φ′

n(x)是 f ′−在 [x− 1/n, x]上

的平均），φ′
n 在紧集上一致有界。令 TK = inf{t : |Xt|+ 〈M〉t +

∫ t
0
|dVs| ≥ K}。由 Itô公式，

φn(Xt∧TK
) = φn(X0) +

∫ t∧TK

0

φ′
n(Xs)dXs +

1

2

∫ t∧TK

0

φ′′
n(Xs)d〈M〉s.

由随机控制收敛定理（命题 12.9），中间一项依概率收敛到
∫ t∧TK

0
f ′−(Xs)dXs。因此最后一项（关于 t不减）依概

率收敛到AKt := f(Xt∧TK
)−f(X0)−

∫ t∧TK

0
f ′−(Xs)dXs，后者连续，故AK是增过程。AK = (AK

′
)TK（K ≤ K ′），

令K → ∞即得 Af。

定理 16.2 (Tanaka公式)

♥

对每个 a ∈ R，存在增过程 La = (Lat )t≥0（称为 X 在 a处的局部时），使

|Xt − a| = |X0 − a|+
∫ t

0

sgn(Xs − a)dXs + Lat , (16.1)

(Xt − a)+ = (X0 − a)+ +

∫ t

0

1{Xs>a}dXs +
1
2L

a
t , (16.2)

(Xt − a)− = (X0 − a)− −
∫ t

0

1{Xs≤a}dXs +
1
2L

a
t . (16.3)

并且 a.s. 测度 dsL
a
s 支撑于 {s : Xs = a}；对停时 T，XT 的局部时为 (La)T。

证明 对凸函数 |x− a|（左导数 sgn(x− a)）用命题 16.1定义 La，得 (16.1)。对 (x− a)+与 (x− a)−（左导数分

别为 1{x>a} 与 −1{x≤a}）得到增过程 A+，A−。两式相减（(x− a)+ − (x− a)− = x− a）得 A+ = A−；相加

并与 (16.1)比较得 A+ +A− = La。

支撑性：令W = |X−a|。由 (16.1)，〈W 〉 = 〈X〉。对W 2用 Itô公式：(Xt−a)2 = (X0−a)2+2
∫ t
0
Ws sgn(Xs−

a)dXs+2
∫ t
0
WsdL

a
s+〈X〉t。与直接对 (Xt−a)2用 Itô公式比较（W sgn(X−a) = X−a），得

∫ t
0
|Xs−a|dLas = 0。

最后一个论断由
∫ t∧T
0

sgn(Xs − a)dXs =
∫ t
0
sgn(XT

s − a)dXT
s 。



16.2 局部时的正则性与占位时公式

16.2 局部时的正则性与占位时公式

对 a ∈ R，令 Y at =
∫ t
0
1{Xs>a}dMs，Zat =

∫ t
0
1{Xs>a}dVs。由 (16.2)，

Lat = 2
(
(Xt − a)+ − (X0 − a)+ − Y at − Zat

)
. (16.4)

引理 16.3

♥

(1) 对 p ≥ 1，存在常数 Cp 使对一切 a < b，

E
[( ∫ t

0

1{a<Xs≤b}d〈M〉s
)p]

≤ Cp(b− a)p
(
E[〈M〉p/2t ] + E

[( ∫ t

0

|dVs|
)p])

.

(2) 过程 a 7→ Y a（取值于 C(R+,R)，配局部一致拓扑）有连续修正。

证明 (1)由平移，只需对 a = −u，b = u证明。令 f 为满足 f ′′(x) = (2− |x|/u)+，f(0) = f ′(0) = 0的 C2函数；

则 |f ′| ≤ 2u，f ′′ ≥ 1[−u,u]。由 Itô公式， 1
2

∫ t
0
f ′′(Xs)d〈M〉s = f(Xt)− f(X0)−

∫ t
0
f ′(Xs)dMs −

∫ t
0
f ′(Xs)dVs。

由 f 的 2u-Lipschitz性、BDG不等式（定理 12.18），右边各项的 p阶矩都被 Cp(2u)
p(E[〈M〉p/2t ] + E[(

∫ t
0
|dV |)p])

控制。

(2)固定 p > 2，Tn = inf{t : 〈M〉t +
∫ t
0
|dVs| ≥ n}。由 BDG与 (1)（应用于 XTn），

E
[
sup
s
|Y bs∧Tn

− Y as∧Tn
|p
]
≤ CpE

[( ∫ Tn

0

1{a<Xs≤b}d〈M〉s
)p/2]

≤ C ′
p(n

p/4 + np/2)(b− a)p/2.

由于 p/2 > 1，Kolmogorov准则 9.11（取值于完备度量空间C(R+,R)；在 a的每个有界区间上）给出 a 7→ (Y as∧Tn
)s

的连续修正 Y (n),a。对 n < m，Y
(m),a
·∧Tn

= Y (n),a对每个 a a.s.成立，由连续性对一切 a同时成立；因此可以粘合

成 a 7→ Y a 的连续修正。

定理 16.4 (局部时的正则性)

♥

a 7→ La（取值于 C(R+,R+)）有一个 càdlàg 修正，对它有

Lat − La−t = 2

∫ t

0

1{Xs=a}dVs.

特别地，若 X 是连续局部鞅，则 (a, t) 7→ Lat 有联合连续的修正。

证明 在 (16.4) 中用 Y a 的连续修正。a 7→ Zat =
∫ t
0
1{Xs>a}dVs 对每个 ω 是 càdlàg 的（控制收敛：an ↓ a 时

1{x>an} ↑ 1{x>a}；an ↑ a时→ 1{x≥a}），并且关于 t局部一致，Za−t − Zat =
∫ t
0
1{Xs=a}dVs。代入 (16.4)即得。

从现在起总使用这个修正。由引理 16.3(1)（令 b− a→ 0），对每个 a，
∫ t
0
1{Xs=a}d〈M〉s = 0 a.s.

定理 16.5 (占位时公式)

♥

a.s. 对一切 t ≥ 0 与一切非负可测 φ : R → R+，∫ t

0

φ(Xs)d〈M〉s =
∫
R
φ(a)Lat da.

证明 设 φ ∈ Cc(R)，令 g(x) =
∫
φ(a)(x− a)+da，则 g ∈ C2，g′(x) =

∫
φ(a)1{x>a}da，g

′′ = φ。把 (16.2)乘以
φ(a)并对 a积分：

g(Xt) = g(X0) +

∫
φ(a)Y at da+

∫
φ(a)Zat da+

1

2

∫
φ(a)Lat da.

由 Fubini，
∫
φ(a)Zat da =

∫ t
0
g′(Xs)dVs。由于 a 7→ Y at 连续，

∫
φ(a)Y at da 是 Riemann 和

∑
i φ(ai)Y

ai
t ∆ai =∫ t

0
kn(Xs)dMs 的极限，其中 kn(x) =

∑
i φ(ai)1{x>ai}∆ai 一致有界且逐点收敛到 g′(x)；由随机控制收敛定理，

后者依概率收敛到
∫ t
0
g′(Xs)dMs。与 Itô公式 g(Xt) = g(X0) +

∫ t
0
g′(Xs)dXs +

1
2

∫ t
0
φ(Xs)d〈M〉s比较，得等式

对固定的 t与 φ a.s.成立。两边关于 t连续，取 Cc 中的可数稠密族，得 a.s.对一切 t与一切 φ ∈ Cc 成立；这说

明 R上的两个测度 A 7→
∫ t
0
1A(Xs)d〈M〉s与 A 7→

∫
A
Lat da相等（命题 1.14与引理 4.9的论证），即得一般的 φ。
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16.3 布朗运动的局部时

推论 16.6

♥

a.s. 对一切 a 与 t，Lat = limε↓0
1
ε

∫ t
0
1{a≤Xs<a+ε}d〈M〉s。若 X 是连续局部鞅，还有 Lat =

limε↓0
1
2ε

∫ t
0
1{|Xs−a|<ε}d〈X〉s。

证明 由占位时公式，右边等于 1
ε

∫ a+ε
a

Lbtdb，由右连续性趋于 Lat；局部鞅情形用联合连续性。

定理 16.7 (广义 Itô公式)

♥

设 f 是两个凸函数之差，f ′′ 表示其（在每个有界区间上为有限的）二阶导数测度。则

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

f ′−(Xs)dXs +
1

2

∫
R
Lat f

′′(da).

证明 由线性，设 f 凸。用 TK = inf{t : |Xt| ≥ K}停止，只需考虑 X 取值于 [−K,K]的情形。在 [−K,K]上，

f(x) = α + βx+
∫
(−K,K)

(x− a)+µ(da)，其中 µ = f ′′|(−K,K) 是有限测度，f
′
−(x) = β + µ((−K,x))。把 (16.2)

对 µ(da)积分，用与上一证明相同的论证（a 7→ Y at 连续，
∫
Y at µ(da)是 Riemann–Stieltjes和的极限，相应的被

积函数
∑
i 1{x>ai}µ((ai−1, ai])一致有界并逐点收敛到 µ((−K,x))）即得。

16.3 布朗运动的局部时

设 B 为一维布朗运动，B0 = 0，Lat 为其（联合连续的）局部时。由占位时公式，
∫ t
0
φ(Bs)ds =

∫
φ(a)Lat da：

L·
t 是 B 在 [0, t] 上的占位测度关于 Lebesgue 测度的密度（Trotter 定理）。

引理 16.8 (Skorokhod)

♥

设 y : R+ → R 连续，y(0) ≥ 0。则存在唯一一对连续函数 (z, ℓ)，使 z = y + ℓ ≥ 0，ℓ不减，ℓ(0) = 0，且

ℓ只在 {s : z(s) = 0} 上增长（即
∫∞
0

1{z(s)>0}dℓ(s) = 0）。并且 ℓ(t) = sups≤t(−y(s)) ∨ 0。

证明 存在性：令 ℓ(t) = sups≤t(−y(s)) ∨ 0，则 z = y + ℓ ≥ 0；若 z(t) > 0，则 ℓ(t) > −y(t)，由连续性 ℓ

在 t 的邻域内为常数。唯一性：若 (z′, ℓ′) 也满足要求，则 z − z′ = ℓ − ℓ′ 连续有界变差，0 ≤ (z − z′)2(t) =

2
∫ t
0
(z − z′)d(ℓ− ℓ′) = −2

∫ t
0
z′dℓ− 2

∫ t
0
zdℓ′ ≤ 0（利用

∫
zdℓ =

∫
z′dℓ′ = 0）。

定理 16.9 (Lévy)

♥

令 St = sups≤tBs。则 βt =
∫ t
0
sgn(Bs)dBs 是布朗运动，|Bt| = βt + L0

t，且 L0
t = sups≤t(−βs)。因此过

程 (|Bt|, L0
t )t≥0 与 (St −Bt, St)t≥0 同分布。特别地，对每个 t，L0

t

(d)
= St

(d)
= |Bt|，且 L0

∞ = ∞ a.s.

证明 〈β〉t =
∫ t
0
sgn(Bs)

2ds = t，由 Lévy定理 12.14，β 是布朗运动。由 Tanaka公式 (16.1)，|B| = β + L0，L0

只在 {|B| = 0}上增长。由 Skorokhod引理，L0
t = sups≤t(−βs)（β0 = 0，故 ∨0多余）。令W = −β（布朗运

动），则 (|B|, L0) = (sups≤·Ws−W, sups≤·Ws)，它与 (S −B,S)同分布，因为它是同一个确定性泛函作用在两

个布朗运动上。最后由反射原理 9.21与 suptBt = ∞（推论 9.17）。

推论 16.10

♥
a.s. 布朗运动的零点集 Z = {t : Bt = 0} 是 Lebesgue 测度为零的闭集，没有孤立点，且无界。

证明
∫∞
0

1{Bs=0}ds =
∫
1{0}(a)L

a
∞da = 0（占位时公式）。无界性由推论 9.17。无孤立点：对有理数 q ≥ 0，

dq = inf{t > q : Bt = 0}是有限停时，Bdq = 0。由强马氏性，B(dq) 是布朗运动；由推论 9.17，它在每个 (0, ε)

中既取正值又取负值，从而（介值定理）有零点。故 a.s.对一切有理 q，dq 是 Z 中从右边被逼近的点。若 t > 0

是 Z 的孤立点，取有理数 q < t使 (q, t) ∩ Z = ∅，则 t = dq，矛盾；t = 0的情形直接由推论 9.17。
注 Le Gall GTM 274 第 9 章还证明了局部时的下穿逼近（L0

t = lim ε · #{[0, t] 中从 ε 下穿到 0 的次数 }）以及
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16.4 应用：Lévy 的反正弦律

Kallianpur–Robbins 定律（平面布朗运动在有界集中停留时间的对数标度极限）。这些结果可以用本章的工具证
明，这里不再展开。

16.4 应用：Lévy的反正弦律
作为广义 Itô 公式与 Feynman–Kac 思想的应用，我们计算布朗运动在正半轴上停留时间的分布。

引理 16.11

♥

设 f ∈ C1(R)，f ′ 绝对连续且其导数 f ′′（几乎处处定义）局部有界。则对连续半鞅X，f(Xt) = f(X0) +∫ t
0
f ′(Xs)dXs +

1
2

∫ t
0
f ′′(Xs)d〈X〉s（f ′′ 在零测集上的取值无关紧要）。

证明 f ′′ = g+ − g−，令 f±为 f ′′± = g±的 C1函数（f ′±(x) =
∫ x
0
g±），它们凸，f = f+ − f−+仿射函数。由定

理 16.7（此时二阶导数测度为 g±(a)da）与占位时公式 16.5， 1
2

∫
Lat g

±(a)da = 1
2

∫ t
0
g±(Xs)d〈X〉s。改变 f ′′ 在

Lebesgue零集 Z 上的值不影响结果，因为由占位时公式
∫ t
0
1Z(Xs)d〈X〉s =

∫
Z
Lat da = 0。

定理 16.12 (Lévy反正弦律)

♥

设 B 为一维布朗运动，B0 = 0，At =
∫ t
0
1{Bs>0}ds。则对每个 t > 0，At/t服从反正弦分布：

P(At ≤ ut) =
2

π
arcsin

√
u, u ∈ [0, 1],

即其密度为 1

π
√
u(1−u)

。

证明 第一步：预解的计算。固定 µ, λ > 0，令 α =
√

2(µ+ λ)，β =
√
2µ，定义

v(x) =


1

µ+ λ
+ p e−αx, x ≥ 0,

1

µ
+ q eβx, x < 0,

其中常数 p, q由 v与 v′在 0处连续确定： 1
µ+λ + p = 1

µ + q，−αp = βq。则 v有界，v ∈ C1，v′′在 x 6= 0处存在

且有界，并满足
1
2v

′′(x)− (µ+ λ1{x>0})v(x) = −1 (x 6= 0). (16.5)

解出 p = λβ
µ(µ+λ)(α+β)，代入化简得 v(0) = 1

µ+λ + p = 1√
µ(µ+λ)

。

第二步：Feynman–Kac。令 Et = exp(−µt− λAt)，Yt = Etv(Bt) +
∫ t
0
Esds。由引理 16.11与分部积分（E

是有限变差过程），

dYt = Etv
′(Bt)dBt + Et

(
1
2v

′′(Bt)− (µ+ λ1{Bt>0})v(Bt) + 1
)
dt = Etv

′(Bt)dBt,

其中用到 (16.5)与
∫∞
0

1{Bt=0}dt = 0。v′ 有界，故 Y 是鞅，v(0) = E[Yt]。令 t→ ∞（|Etv(Bt)| ≤ e−µt‖v‖∞），
得 ∫ ∞

0

e−µtE[e−λAt ]dt = E
[ ∫ ∞

0

Etdt
]
=

1√
µ(µ+ λ)

.

第三步：识别分布。设 Z 服从反正弦分布。由
∫∞
0

e−ass−1/2ds =
√
π/a与 Fubini，∫ ∞

0

e−µtE[e−λtZ ]dt =
∫ ∞

0

e−µt
∫ t

0

e−λsds

π
√
s(t− s)

dt =
1

π

∫ ∞

0

e−(µ+λ)s

√
s

ds

∫ ∞

0

e−µr√
r
dr =

1√
µ(µ+ λ)

.

函数 t 7→ E[e−λAt ]与 t 7→ E[e−λtZ ]有界连续，Laplace变换在一切 µ ∈ N∗ 处相等，由命题 2.14(3)，二者相等。
于是对每个 t，At 与 tZ 的 Laplace变换在一切 λ ∈ N∗ 处相等，由命题 2.14(2)，At

(d)
= tZ。

97



16.5 Tanaka 的随机微分方程

推论 16.13 (随机游走的反正弦律)

♥
在定理 10.18 的条件下，

∫ 1

0
1{S(n)

t >0}dt依分布收敛到反正弦分布。

证明 Ψ(w) =
∫ 1

0
1{w(t)>0}dt在满足

∫ 1

0
1{w(t)=0}dt = 0的 w处连续（控制收敛），而由 Fubini，布朗运动 a.s.满

足此条件。用引理 10.19与定理 16.12。
注 最后零点 g1（命题 9.26）、A1 以及 [0, 1] 上最大值的达到时刻都服从反正弦分布（第三个由 Lévy 定理 16.9 与
最后零点的结论推出）。反正弦分布在 0 与 1 附近密度最大：布朗运动倾向于把大部分时间花在同一侧——这与
“公平博弈中领先者频繁交替”的直觉相反。由推论 16.13，同样的结论对随机游走渐近成立。

16.5 Tanaka的随机微分方程
例 16.1 (Tanaka方程) 考虑一维方程 dXt = sgn(Xt)dBt，X0 = 0。

弱存在性：设X是布朗运动，令B =
∫ ·
0
sgn(Xs)dXs；〈B〉t = t，由Lévy定理B是布朗运动，且

∫
sgn(X)dB =∫

sgn(X)2dX = X。
依分布唯一性：任何解满足 〈X〉t =

∫ t
0
sgn(Xs)

2ds = t，由 Lévy 定理 X 是布朗运动。
路径唯一性不成立：若X 是解，则−X 也是：

∫ t
0
sgn(−Xs)dBs = −

∫ t
0
sgn(Xs)dBs+2

∫ t
0
1{Xs=0}dBs，而

最后一项的二次变差 4
∫ t
0
1{Xs=0}ds = 0（占位时公式）。

不存在强解：由 Tanaka 公式，Bt =
∫ t
0
sgn(Xs)dXs = |Xt| − L0

t，而由推论 16.6，L0 是 |X| 的可测泛函。
故 FB

t ⊂ F |X|
t （完备化）。若X 关于 (FB

t ) 适应，则Xt = ϕ((|Xs|)s≤t) a.s.（Doob–Dynkin）。但 −X 与X

同分布且 |−X| = |X|，故 (−Xt, |X|) (d)
= (Xt, |X|)，从而也有 −Xt = ϕ((|Xs|)s≤t) a.s.，于是 Xt = 0 a.s.，

矛盾。
这个例子说明 Yamada–Watanabe 型的条件（定理 15.7）对路径唯一性是必要的：系数 sgn 不连续。

98



文献说明

讲义的主线依据下列三本书：Le Gall GTM 295 [12]（第 2–7 章，以及第 9 章的一部分）；Kemeny–Snell–Knapp
GTM 40 [10]（第 7、8 章：状态分类、位势理论、吸收链与基本矩阵、h-过程、Martin 边界、马尔可夫随机场）；
Le Gall GTM 274 [11]（第 9–16 章）。第 1–4 章的测度论部分另参考了 Capiński–Kopp [2]。

此外，个别证明参考了以下文献，特此注明：
强大数定律的截断证明（定理 4.6）取自 Etemadi [6]，其叙述参照 Durrett [4]；Kolmogorov 扩张定理（定理
3.11）与 Ulam 定理（定理 1.15）的证明参照 Kallenberg [8] 与 Billingsley [1]；离散鞅部分也参考了 Williams
[18]。
马氏链的耦合论证（定理 7.22）参照 Norris [16]。
Martin 边界的收敛定理（定理 8.11）采用时间反转与上穿不等式的论证，参照 Dynkin [5] 与 Woess [19]；定
理 8.13–8.16 中 h-过程的用法也参照 Woess [19]。
BDG 不等式（定理 12.18）中 p < 2 的情形用 Lenglart 控制不等式 [13]，参照 Revuz–Yor [17]；Novikov 判
别法（定理 12.24）的证明（经由 E(aL) 的 Kazamaki 型论证）亦参照 [17] 与 [11]。
随机游走的 Hewitt–Savage 0-1 律、Chung–Fuchs 定理与三级数定理参照 Durrett [4]；鞅中心极限定理的证
明（条件特征函数之积）参照 Hall–Heyde [7]。
可逆链与电网络一节（Dirichlet 原理、Rayleigh 单调性、树上的流判别法）参照 Doyle–Snell [3] 与 Lyons–Peres
[14]；齐次树的 Martin 边界参照 Woess [19]。
布朗运动的重对数律、Lévy 连续模、处处不可微性与 Skorokhod 嵌入/Donsker 定理参照 Mörters–Peres [15]
与 Durrett [4]；Spitzer 定理、Feller 分支扩散、反正弦律与 Tanaka 方程参照 Le Gall [11] 及其习题。
Yamada–Watanabe 路径唯一性定理（定理 15.7）参照原文 [20] 与 Karatzas–Shreve [9]。
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